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Chapter 1

アソシエーション・スキーム

このノートを通して In または単に I と書いて n 次単位行列を表す。また Jn
または J ですべての成分が 1 である n 次正方行列を表す。行列 M に対し
て tM でその転置行列を表し、Mxy または Mx,y でその (x, y)-成分を表す。
δxy, δx,y はクロネッカーのデルタとする。

1.1 定義といくつかの例

X を有限集合とする。X ×X の部分集合を X 上の関係 (relation) という。
X 上の関係 s に対して

s∗ = {(y, x) | (x, y) ∈ s}

とおく。また x ∈ X と関係 s に対して

xs = {y ∈ X | (x, y) ∈ s}, sx = {y ∈ X | (y, x) ∈ s}

とおく。明らかに sx = xs∗である。関係 sに対して、その隣接行列 (adjacency
matrix) を σs で表す。すなわち σs は行、列、共に集合 X で添字付けられ
た行列で、その (x, y)-成分は (x, y) ∈ s のとき 1、 (x, y) �∈ s のとき 0 と定
めたものである。明らかに σs∗ = tσs である。

S を X 上のいくつかの空でない関係の集合とする。(X,S) がアソシエー
ション・スキーム (association scheme) であるとは

(1) S は X ×X の分割。すなわち X ×X =
⋃
s∈S s であり、任意の s ∈ S

は空でなく、s, t ∈ S に対して s �= t ならば s ∩ t = φ.
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6 CHAPTER 1. アソシエーション・スキーム

(2) 1 = {(x, x) | x ∈ X} ∈ S.

(3) s ∈ S ならば s∗ ∈ S.

(4) s, t, u ∈ S に対して (x, y) ∈ u ならば pust = |xs ∩ ty| は (x, y) ∈ u の取
り方によらず一定である (s, t, u ∈ S のみで決まる)。

を満たすこととする。X を省略して S をアソシエーション・スキームとも
言うことにする。また省略して単にスキームともいう。(4) の条件が理解し
にくいが、条件を隣接行列を使って書き直すと分かりやすい。

(1)’
∑

s∈S σs = J , かつ任意の s ∈ S に対して σs �= 0.

(2)’ ある 1 ∈ S があって σ1 = I.

(3)’ s ∈ S ならば s∗ ∈ S.

(4)’ ある非負整数 pust があって σsσt =
∑

u∈G p
u
stσu.

(4) に現れる定数 pust をアソシエーション・スキーム (X,S) の交叉数
(intersection number) という。|X| を (X,S) の位数 (order) という。また
|S| − 1 を (X,S) のクラス (class) という。|S| を (X,S) のランク (rank) と
いうこともある。

問 1.1. 条件 (4) と (4)’ が同値であることを示せ。

例 1.2 (クラス 1 のアソシエーション・スキーム). X を有限集合とし 1 =
{(x, x) | x ∈ X}, s = {(x, y) | x �= y} とすると (X, {1, s}) はクラス 1 のアソ
シエーション・スキームとなる。

例 1.3. G を有限群とし、f をその正則右置換表現とする。すなわち s ∈ G
に対して f(s) は行、列、共に G で添字が付けられた行列でその (x, y)-成分
は xs = y のとき 1 で、それ以外のとき 0 と定める。f(s) を隣接行列とする
G 上の関係を、同じ記号を使って s と表すことにする。このとき (G,G) は
アソシエーション・スキームである。

例 1.4 (群アソシエーション・スキーム). G を有限群とし、f をその正則右
置換表現とする。C1, · · · , Ck を Gの共役類とし、共役和を Ĉi で表す。f(Ĉi)
を隣接行列し、それによって定める関係を同じ記号 Ci で表すことにすれば
(G, {C1, · · · , Ck}) はアソシエーション・スキームである。これを G の群ア
ソシエーション・スキーム (group association scheme) という。
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例 1.5 (シュアー的スキーム). G を有限集合 X 上の可移置換群とする。G
は自然に X × X にも作用する。S をこの作用の軌道とすると (X,S) はア
ソシエーション・スキームとなる。このようにして得られるアソシエーショ
ン・スキームをシュアー的スキーム (Schurian scheme) という。

問 1.6. 例 1.5 によって得られる (X,S) がアソシエーション・スキームであ
ることを示せ。

問 1.7. 群アソシエーション・スキームはシュアー的であることを示せ。

例 1.8 (ハミング・スキーム). Ω = {0, 1} とし X = Ωn とする。x =
(x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ X に対して

d(x, y) = |{i | xi �= yi}|
とおき、これをハミング距離という。

si = {(x, y) | d(x, y) = i}
として X 上の関係 si (i = 0, 1, · · · , n) を定義する。このとき (X, {si | i =
0, 1, · · · , n})はアソシエーション・スキームである。これをハミング・スキー
ム (Hamming scheme) といい H(n) と表す。

例 1.9 (関係行列). アソシエーション・スキームを具体的に表すには関係行
列と呼ばれる行列を用いると便利である。S = {1 = s0, s1, · · · , sd} とする。
このとき R =

∑d
i=0 iσsi

を関係行列 (relation matrix)という。(1 ∈ S の添字
は 0 とするのが標準的である。) 関係行列からアソシエーション・スキーム
が決定されるが、X と S の元の並べ方には自由度がある。関係行列を考え
ることは有限群の場合で言うと完全な乗法表を与えることとほぼ同じで、し
たがって X が大きなときにはあまり良い記述ではない。しかし、群の作用
やグラフなどの組合せ論的な情報のないアソシエーション・スキームを具体
的に記述するためには、他に良い方法は見当たらない。
ハミング・スキーム H(2) の関係行列は以下の通りである。

⎛⎜⎜⎝
00 01 10 11

00 0 1 1 2
01 1 0 2 1
10 1 2 0 1
11 2 1 1 0

⎞⎟⎟⎠
問 1.10. ハミング・スキームについて



8 CHAPTER 1. アソシエーション・スキーム

(1) ハミング・スキーム H(3) の関係行列を書け。

(2) ハミング距離が距離の公理を満たすことを示せ。

(3) 交叉数 pust を計算せよ。

(4) ハミング・スキームがアソシエーション・スキームであることを示せ。

(5) Ω = {0, 1, · · · , q − 1} として、同様にアソシエーション・スキームが
定義できることを示せ。(これもハミング・スキームと呼び H(n, q) と
書く。)

例 1.11 (ジョンソン・スキーム). Ω = {1, 2, · · · , v} とし k を k ≤ v/2 なる
自然数とする。X を Ω の k-部分集合全体の集合とする。x, y ∈ X に対して

d(x, y) = k − |x ∩ y|

とおく。
si = {(x, y) | d(x, y) = i}

として X 上の関係 si (i = 0, 1, · · · , k) を定義する。このとき (X, {si | i =
0, 1, · · · , k}) はアソシエーション・スキームである。これをジョンソン・ス
キーム (Johnson scheme) といい J(v, k) と表す。

J(4, 2) の関係行列は以下の通りである。

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

12 13 14 23 24 34

12 0 1 1 1 1 2
13 1 0 1 1 2 1
14 1 1 0 2 1 1
23 1 1 2 0 1 1
24 1 2 1 1 0 1
34 2 1 1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
問 1.12. ジョンソン・スキームについて

(1) ジョンソン・スキーム J(5, 2) の関係行列を書け。

(2) d(x, y) が距離の公理を満たすことを示せ。

(3) 交叉数 pust を計算せよ。

(4) ジョンソン・スキームがアソシエーション・スキームであることを示せ。
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(5) k ≤ v/2 という仮定をなくしてもジョンソン・スキームは定義できる。
しかし J(v, k) と J(v, v − k) はアソシエーション・スキームとして本
質的に同じものであるので k ≤ v/2 という仮定しても一般性を失わな
い。このことを示せ。

例 1.13 (距離正則グラフ, P -多項式スキーム). S の元の適当な番号付け
S = {1 = g0, g1, · · · , gd} と有理係数多項式 fi(x) (i = 0, 1, · · · , d, deg fi = i)
があってσsi

= fi(σs1)と書け、更に任意の si ∈ S に対して si
∗ = si であると

き S を P -多項式スキーム (P -polynomial scheme)と呼ぶ。また σs1 を隣接行
列として定義される単純グラフを距離正則グラフ (distance-regular graph)と
呼ぶ。特に d = 2 の距離正則グラフを強正則グラフ (strongly-regular graph)
という。
例えばハミング・スキームとジョンソン・スキームは P -多項式スキーム

である。

例 1.14 (サイクロトミック・スキーム [12, Example 4]). q を素数べきとし
GF (q) を q-元体とする。ω を GF (q) の原始元とする。d | q − 1 に対して
GF (q) の分割C0 = {0}, C1, · · · , Cd を以下のように定める。

Ci =

{
ωi+ad | a = 0, 1, · · · , q − 1

d

}
(i = 1, 2, · · · , d)

X = GF (q)とし、X 上の関係 si = {(x, y) | x−y ∈ Ci}を考える。このとき
S = {s0, s1, · · · , sd} とすれば (X,S) はアソシエーション・スキームである。
これをサイクロトミック・スキーム (cyclotomic scheme) といいCyc(q, d) と
書く。

アソシエーション・スキームの条件 (4)’ から

ZS =
⊕
s∈S

Zσs

は環になる。単位元 1 を持つ可換環 R に対して

RS = ZS ⊗Z R

は R-代数となる。これを S の R 上の隣接代数 (adjacency algebra) という。
より簡単に言うと σs を R を成分とする行列と見て、{σs | s ∈ S} の生成
する行列環が RS である。断りなしに σs を適当な係数環の上の行列と見る
場合もある。隣接代数は、特にそれが可換であるときボース–メスナー代数
(Bose-Mesner algebra) とも呼ばれる。また近年では [43] においてスキーム
環 (scheme ring) とも呼ばれている。
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例 1.15. (1) 例 1.3 のアソシエーション・スキームの隣接代数は自然に群
代数と同型である。

(2) 例 1.4 の群アソシエーション・スキームの隣接代数は自然に群代数の
中心と同型である。

(3) 例 1.5 のアソシエーション・スキームの隣接代数は置換群から得られ
るヘッケ代数と同型である。

ZS が可換環のとき、すなわち pust = puts が任意の s, t, u ∈ S について成
り立つとき、アソシエーション・スキーム (X,S) は可換 (commutative) で
あるという。また任意の s ∈ S について s∗ = s であるとき (X,S) は対称
(symmetric) であるという。

問 1.16. 対称アソシエーション・スキームは可換であることを示せ。

注意. いくつかの文献では対称スキームのことをアソシエーション・スキー
ムと呼んでいる。またこのテキストの意味のアソシエーション・スキームを
homogeneous coherent configuration と呼ぶ文献もある。

問 1.17 (可換スキームの対称化). (X,S) を可換スキームとする。s ∈ S に
対して s̃ = s ∪ s∗ とおく。S̃ = {s̃ | s ∈ S} とすれば (X, S̃) は対称スキーム
となることを示せ。(これを (X,S) の対称化 (symmetrization) という。非可
換スキーム (X,S) に対しては、同様に (X, S̃) を定義しても、それは一般に
アソシエーション・スキームとはならない。)

例 1.18 (融合スキームと裂開スキーム). 問 1.17のようにアソシエーション・
スキーム (X,S) の関係の和集合を取ることによって、アソシエーション・ス
キーム (X,S ′) が得られるとき、(X,S ′) を (X,S) の融合スキーム (fusion
scheme)、(X,S) を (X,S ′) の裂開スキーム (fission scheme) という。例えば
例 1.4 の群アソシエーション・スキームは例 1.3 によって群から作られるア
ソシエーション・スキームの融合スキームである。明らかに可換スキームの
融合スキームは可換であり、対称スキームの融合スキームは対称である。ま
た融合スキームの隣接代数は元のスキームの隣接代数の部分代数である。

例 1.19. G を可移置換群とし H をその可移な部分群とする。G と H から
得られるシュアー的スキームを、それぞれ (X,S), (X,S ′)とすると (X,S)は
(X,S ′) の融合スキームである。

アソシエーション・スキームの定義から得られるいくつかの事柄を示し
ておく。
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命題 1.20. (X,S) をアソシエーション・スキームとする。s ∈ S, x ∈ X に
対して |xs| = |sx| であり、この値は x ∈ X の取り方によらない。言い換え
ると、隣接行列 σs の各行、各列にはちょうど |xs| = |sx| 個の 1 がある。

Proof. x ∈ X に対し (x, x) ∈ 1 なので p1
ss∗ = |xs ∩ s∗x| = |xs| であり、これ

は x ∈ X の取り方によらない。また |xs| は σs の x に対応する行に含まれ
る 1 の数に等しい。同様に |sx| は σs の x に対応する列に含まれる 1 の数
に等しいく、この値も x ∈ X の取り方によらない。よって σs の成分すべて
の和を考えれば |xs| = |sx| である。

この命題の |xs| = |sx| を ns と書き、これを s ∈ S の分岐指数 (valency)
という。以後、断りなしに s ∈ S の分岐指数を ns と書く。T ⊂ S に対して
σT =

∑
t∈T σt, nT =

∑
t∈T nt とおく。特に σS = J であり、また nS = |X|

である。
交叉数 pust は隣接代数の構造定数と見ることもできる。これに関するい

くつかの公式を示す。

命題 1.21. 交叉数 pust と分岐指数 ns について次が成り立つ。

(1) ns = ns∗ .

(2) pt1s = pts1 = δst.

(3) p1
st = nsδs∗t.

(4) pust = pu
∗
t∗s∗ .

(5)
∑

u∈S p
u
stp

w
uv =

∑
u∈S p

u
tvp

w
su.

(6)
∑

t∈S p
u
st =

∑
t∈S p

u
ts = ns.

(7) nsp
s∗
tu = ntp

t∗
us = nup

u∗
st .

Proof. (1) σs∗ が σs の転置行列であることと命題 1.20 より分かる。
(2) σ1 は単位行列なので明らか。
(3) x ∈ X に対して p1

st = |xs ∩ tx| = |s∗x ∩ tx| なので s∗ �= t ならば
p1
st = 0 であり s∗ = t ならば p1

st = |s∗x| = ns である。
(4) σsσt =

∑
u∈S p

u
stσu の両辺の転置を考えれば σt∗σs∗ =

∑
u∈S p

u
stσu∗ で

ある。
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(5) 乗法の結合法則から得られる。すなわち

(σsσt)σv =
∑
u∈S

pustσuσv =
∑
u∈S

∑
w∈S

pustp
w
uvσw

σs(σtσv) = σs
∑
u∈S

putvσu =
∑
u∈S

∑
w∈S

putvp
w
suσw

なので σw の係数をくらべて得られる。
(6) σS =

∑
s∈S σs はすべての成分が 1 の行列である。よって命題 1.20 よ

り σsσS = nsσS = σSσs である。σS をばらして考えれば結果を得る。
(7) (5) で w = 1 とすれば∑

u∈S
pustp

1
uv = pv

∗
st nv,

∑
u∈S

putvp
1
su = ps

∗
tvns

である。

例 1.22 (直積). (X,S), (Y, T ) をアソシエーション・スキームとする。s ∈ S,
t ∈ T に対して X × Y 上の関係 s × t を {((x1, y1), (x2, y2)) | (x1, x2) ∈
s, (y1, y2) ∈ t} で定め S × T = {s × t | s ∈ S, t ∈ T} とおく。このとき
(X × Y, S × T ) はアソシエーション・スキームとなる。これを (X,S) と
(Y, T ) の直積 (direct product) という。s× t の隣接行列は行列としてのテン
ソル積 σs ⊗ σt である。

例 1.23 (レス積). (X,S), (Y, T )をアソシエーション・スキームとする。s ∈ S
に対して s̃ を隣接行列 σs ⊗ σ1 で定まる X × Y の関係とする。また t ∈ T
に対して t̂ を隣接行列 J ⊗ σt で定まる X × Y の関係とする。このとき
S � T = {s̃ | s ∈ S} ∪ {t̂ | t ∈ T \ {1}} とおけば (X × Y, S � T ) はアソシエー
ション・スキームとなる。これを (X,S)と (Y, T )のレス積 (wreath product)
という。

問 1.24. レス積がアソシエーション・スキームになることを確認せよ。

1.2 同型と代数的同型

アソシエーション・スキームの同型を定義する。アソシエーション・スキー
ム (X,S) と (X ′, S ′) に対して、全単射 ϕ : X → X ′ と全単射 ψ : S → S ′ が
存在して、(x, y) ∈ s と (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ ψ(s) が同値であるとき、この全単射
の組 (ϕ, ψ) を (X,S) から (X ′, S ′) への同型 (isomorphism) という。またこ
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のとき (X,S) と (X ′, S ′) は同型 (isomorphic) であるという。特に (X,S) か
ら (X,S) への同型を (X,S) の自己同型 (automorpsim) という。(X,S) の
自己同型全体の集合は自然に群をなす。これを Aut(X,S) と書き、(X,S) の
自己同型群 (automorphism group) という。(ϕ, ψ) が (X,S) の自己同型であ
るとき、すぐに分かるように ψ は ϕ から決まる。したがって Aut(X,S) は
X 上の対称群の部分群と見ることが出来る。S 上に自明に作用する自己同型
の全体は Aut(X,S) の正規部分群をなす。これを Aut0(X,S) と書くことに
する。これを自己同型群と呼ぶこともある。S 上に自明に作用する自己同型
は関係行列と可換な置換行列の全体と見ることも出来る。
アソシエーション・スキーム (X,S)と (X ′, S ′)に対して、全単射 ψ : S →

S ′ が存在して、pust = p
ψ(u)
ψ(s)ψ(t) が成り立つとき、ψ を (X,S) から (X ′, S ′) へ

の代数的同型 (algebraic isomorphism) という。このとき (X,S) と (X ′, S ′)
は代数的に同型 (algebraically isomorphic)であるという。(X,S)からそれ自
身への代数的同型を代数的自己同型 (algebraic automorpsim)という。代数的
自己同型の全体はやはり群をなす。これを Autalg(X,S) と書き、(X,S) の代
数的自己同型群 (algebraic automorphism group) という。(X,S) と (X ′, S ′)
が同型ならばそれは代数的にも同型であるが、逆は正しくない。(X,S) と
(X ′, S ′) が代数的に同型ならば、任意の係数環上でその隣接代数は同型にな
る。後で説明する表現や指標に関することは、その多くが隣接代数によって
決まるため、代数的に同型なアソシエーション・スキームに対しては同じこ
とが成り立つ。
自己同型は代数的自己同型を引き起こすので、群準同型 Aut(X,S) →

Autalg(X,S) が得られる。この核が Aut0(X,S) である。また一般にこの準
同型は全射ではない。すなわち自己同型からは得られない代数的自己同型が
存在する。
一般に可移置換群はシュアー的スキーム (例 1.5) を定めるが、非同型な

可移置換群が同型なアソシエーション・スキームを定める場合がある。例え
ば 2 重可移群からはすべてクラス 1 のスキームが生じる。(X,S) を可移置
換群 G から得られるシュアー的スキームとする。適当な同一視によって G
は Aut0(X,S) の部分群と見ることが出来る。G = Aut0(X,S) であるとき G
を 2-閉 (2-closed)であるという。シュアー的スキームは 2-閉可移置換群と一
対一に対応する。シュアー的スキーム (X,S) に対して Aut0(X,S) は可移置
換群となるが、Aut0(X,S) が可移でも (X,S) がシュアー的とは限らない。





Chapter 2

通常表現と指標理論の基礎

2.1 定義と基本性質

この節では複素数体 C 上の隣接代数とその表現、指標の基本的なことを解
説する。

k を体とする。k-代数 A の表現 (representation) とは A からある次数の
全行列環 Mn(k) への代数準同型のことである。A の表現を考えることと、
右 A-加群を考えることは同等であるので、状況に応じて両方を使う。また特
に断らない限り代数や加群は有限次元のもののみを考える。A の表現が既約
(irreducible) であるとは、対応する加群に自明でない部分加群がないことを
いう。既約でないとき可約 (reducible) であるという。

A の表現 f : A → Mn(k) に対して χf : A → k を χf (a) = trace f(a) で
定め、これを f から得られる指標 (character) という。表現 f が既約 (可約)
であるとき、指標も既約 (可約) であるという。

f : A→Mn(k) が A の表現であるとき、正則行列 P に対して fP : A→
Mn(k) (a 
→ P−1f(a)P ) も A の表現である。このとき f と fP は同値な表
現であるという。これは対応する加群が同型であることと同値である。同値
な表現は同一視する場合も多い。また同値な表現の指標は一致する。

A-加群 M がいくつかの既約加群の直和と同型であるときM を完全可約
(completely reducible) であるという。A 自身を右 A 加群と見たものを右正
則加群 (right regular representation) と呼ぶ。右正則加群が完全可約である
とき A を半単純代数 (semisimple algebra) という。A が半単純代数ならば任
意の加群は完全可約である。

定理 2.1. 代数閉体 k 上の有限次元半単純代数 A が半単純であることとA
が自明でないべき零イデアルを持たないことは同値である。

15
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定理 2.2. 代数閉体 k 上の有限次元半単純代数はいくつかの全行列環の直和
に同型である。

この定理より代数閉体 k 上の有限次元半単純代数は

A ∼= Mn1(k) ⊕ · · · ⊕Mnr(k)

と分解する。各直和因子への射影を πi (1 = 1, · · · , r) とすると πi : A →
Mni

(k) が A の既約表現の同値類の完全代表系を与える。特に A の既約表現
の同値類の個数は有限である。したがって既約指標の数は有限個である。直和
因子Mni

(k)の単位元 ei は Aの中心的原始べき等元である。したがって既約
指標に中心的原始べき等元が対応する。直和因子Mni

(k)に対応する既約指標
を χiで表すこととすると、任意の a ∈ Aに対して明らかに χi(aej) = δijχi(a)
である。
代数閉体 k 上の有限次元半単純代数 A に対して、その既約指標全体の集

合を Irr(A)と表すことにする。また既約 A-加群の同型類の代表系を IRR(A)
と書く。

定理 2.3. A を代数閉体 k 上の有限次元半単純代数とする。Irr(A) は A か
ら k への線形写像の集合と見て一次独立である。特に k の標数が 0 ならば
加群の同型類は指標で決定される。

以上、半単純代数に関する定理などは証明しない。必要ならば [14] など
を見るとよいだろう。
さてアソシエーション・スキーム (X,S) の C 上の隣接代数を考えよう。

定理 2.4. アソシエーション・スキーム (X,S) の C 上の隣接代数 CS は半
単純代数である。

Proof. 定理 2.1 を用いる。0 �= a =
∑

s∈S αsσs ∈ CS に対して、ある b ∈ CS
があって ab がべき零でないことを示せば十分である。αt �= 0 である t ∈ S
が存在するので aσt∗ を考えれば、その対角成分はすべて αtnt �= 0 である。
よってその対角成分の和は 0 ではない。一方べき零行列であるための必要十
分条件はすべての固有値が 0 となることであり、そのとき対角成分の和は 0
である。よって aσt∗ はべき零でなく、主張が成り立つ。

定理 2.5. CS の任意の指標 χ と任意の s ∈ S に対して、χ(σs) は代数的整
数である。

Proof. σs は整数を成分とする行列なので、その固有値は代数的整数である。
指標の値は σs のいくつかの固有値の和であるから代数的整数である。
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写像 1S : CS → C を 1S(σs) = ns で定めれば、これは CS の表現にな
る。これを (X,S) の自明な表現 (trivial representation) という。1S は 1 次
の表現であるから、これを指標と見てもよい。これを (X,S) の自明な指標
(trivial character) という。

Irr(CS) を単に Irr(S) と書くことにする。写像 ΓS : CS → MnS
(C)

(σs 
→ σs) は明らかに隣接代数 CS の表現になる。これを (X,S) の標準
表現 (standard representation)という。このとき対応する CS-加群の基底と
して、自然に X を取ることができる。よって標準表現に対応する加群を CX
と書き、これを標準加群 (standard module) という。(標準表現、標準加群
は任意の係数環上で定義される。) また標準表現の指標を標準指標 (standard
character) といい γS で表すことにする。明らかに γS(σ1) = nS, γS(σs) = 0
(1 �= s ∈ S)である。標準指標の既約分解を考え、既約成分 χの重複度を mχ

と表す。
γS =

∑
χ∈Irr(S)

mχχ

mχ を単に χ の重複度 (multiplicity) という。S が例 1.3 のように有限群か
ら得られる場合には標準表現は正則表現であり、既約指標 χ の重複度 mχ は
その次数 χ(1) に等しい。
指標の重複度に関して以下が成り立つ。

命題 2.6. χ ∈ Irr(S) について χ(1) ≤ mχ である。特に mχ �= 0 である。

Proof. x ∈ X を固定する。ϕ : CS → CX を ϕ(σs) =
∑

y∈xs y で定めれば、
これは右 CS-加群としての準同型で、かつ単射である。CS, CX における χ
の重複度が、それぞれ χ(1), mχ であるから χ(1) ≤ mχ である。

アソシエーション・スキーム (X,S) に対して、行は Irr(S) で、列は S
で添字の付けられた行列 (χ(σs)) を S の指標表 (character table) と呼ぶ。有
限群では、指標の値が共役類の上で一定であるから、指標表の列は共役類で
添字を付ける。しかしアソシエーション・スキームでは共役に相当する適当
な概念がないのでS そのものを添字に用いる。したがって指標表は一般に正
方行列ではない。しかし S が可換の場合には |S| = |Irr(S)| が成り立つので
指標表は正方行列になる。また色々な計算に用いるために指標表に重複度を
表す列を付け加える場合もある。

例 2.7 (クラス 1 のアソシエーション・スキームの指標表). (X, {1, g}) をク
ラス 1 のアソシエーション・スキーム 例 1.2 とする。このとき、その指標



18 CHAPTER 2. 通常表現と指標理論の基礎

表は以下の通りである。

1 g mi

1S 1 nS − 1 1
χ 1 −1 nS − 1

例 2.8 (群アソシエーション・スキームの指標表). 群アソシエーション・ス
キームの指標表は元の群の指標表から簡単に求めることができる。群アソシ
エーション・スキームの隣接代数は群環の中心と同型であり、その既約指標
は有限群の表現でよく用いられる。

G を有限群とし χ をその既約指標とする。また Ci を G の共役類とす
る。このとき

ωχ(Ĉi) =
χ(Ĉi)

χ(1)

は Z(CG) の既約表現で Irr(Z(CG)) = {ωχ | χ ∈ Irr(CG)} が成り立つ。
例えば 3 次対称群と、その群アソシエーション・スキームの指標表は以

下の通りである。

χ1 1 1 1
χ2 1 1 −1
χ3 2 −1 0

,

mχi

ω1 1 2 3 1
ω2 1 2 −3 1
ω3 1 −1 0 4

このような操作は有限群だけでなく、後に説明する群的スキームに対して行
うことができる。

χ ∈ Irr(S) に対応する CS の中心的原始べき等元を eχ で表す。χ, ϕ ∈
Irr(S) と a ∈ CS に対して ϕ(aeχ) = ϕ(a)δχϕ である。また 1 = σ1 =∑

χ∈Irr(S) eχ である。

補題 2.9 (反転公式). u =
∑

s∈S αsσs ∈ CS のとき

αs =
1

nSns

∑
χ∈Irr(S)

mχχ(uσs∗).

Proof. uσs∗ =
∑

t∈S αtσtσs∗ の標準指標 γS による値を考えると γS(uσs∗) =
αsnsnS となる。γS =

∑
χ∈Irr(S)mχχ を代入して結果を得る。
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命題 2.10. χ ∈ Irr(S) に対して

eχ =
mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs∗)σs.

Proof. eχ =
∑

s∈S αsσs とおいて反転公式を用いると

αs =
1

nSns

∑
ϕ∈Irr(S)

mϕϕ(eχσs∗) =
1

nSns
mχχ(σs∗)

となる。

補題 2.11 (シュアーの関係式). Φχ を χ ∈ Irr(S) を与える既約表現とし αχµν
でΦχ の (µ, ν) 成分を表すものとする。このとき χ, ϕ ∈ Irr(S) に対して次が
成り立つ。

mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
αχµν(σs∗)α

ϕ
ρτ (σs) = δχϕδµτδνρ.

Proof. T = {(χ, µ, ν) | χ ∈ Irr(S), 1 ≤ µ, ν ≤ χ(1)} の要素はCS の次元、す
なわち |S| 個ある。T と S で添字の付けられた行列

A =
(
αχµν(σs)

)
(χ,µ,ν),s

, B =

(
mχ

nSns
αχνµ(σs∗)

)
(χ,µ,ν),s

を考える。tAB の (s, t)-成分を計算すると∑
χ,µ,ν

mχ

nSnt
αχµν(σs)α

χ
νµ(σt∗) =

∑
χ,µ

mχ

nSnt
αχµµ(σsσt∗)

=
∑
χ

mχ

nSnt
χ(σsσt∗) =

1

nSnt
γS(σsσt∗) = δst

である。よって tAB = I (単位行列) であり、BtA = I も成り立つ。BtA の
((χ, µ, ν), (ϕ, ρ, τ))-成分を計算して

δχϕδµρδντ =
mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
αχνµ(σs∗)α

ϕ
ρτ (σs)

を得る。
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定理 2.12 (指標の (第一) 直交関係). χ, ϕ ∈ Irr(S) に対して次が成り立つ。

mχ

nSχ(1)

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)ϕ(σs∗) = δχϕ.

Proof. 補題 2.11 より

∑
s∈S

1

ns
χ(σs∗)ϕ(σs) =

∑
s∈S

χ(1)∑
µ=1

ϕ(1)∑
ν=1

1

ns
αχµµ(σs∗)α

ϕ
νν(σs)

= δχϕ
∑
s∈S

χ(1)∑
µ=1

1

ns
αχµµ(σs∗)α

χ
µµ(σs) = δχϕ

nSχ(1)

mχ

となる。

定理 2.12 の別証明. χ, ϕ ∈ Irr(S) に対して

δχϕϕ(1) = ϕ(eχ) =
mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)ϕ(σs∗)

である。

直交関係により重複度に関する以下の公式を得る。

定理 2.13. χ ∈ Irr(S) に対して、その重複度は以下の式で与えられる。

mχ =
nSχ(1)∏

s∈S
1
ns
χ(σs)χ(σs∗)

問 2.14. (X,S) の自明な表現 1S の重複度 m1S
は 1 であることを示せ。ま

た 1S に対応する中心的原始べき等元は nS
−1σS であることを示せ。

未解決問題 2.15. 一般に指標 χ が与えられたときに、それが既約かどうか
を判定する方法は知られていない。直交関係などから既約性を判定する方法
を作りたい。

問 2.16 (一般化された直交関係). χ, ϕ ∈ Irr(S), a ∈ CS に対して

mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(aσs)ϕ(σs∗) = δχϕχ(a)

が成り立つことを示せ。(ヒント : δχϕχ(a) = χ(aeϕ) を計算せよ。)
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例 2.17. 以下の関係行列で定義されるアソシエーション・スキームを考える。

R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
1 0 2 2 5 5 6 6 3 3 4 4
2 2 0 1 4 6 3 5 4 6 3 5
2 2 1 0 6 4 5 3 6 4 5 3
3 6 4 5 0 3 2 5 4 2 6 1
3 6 5 4 3 0 5 2 2 4 1 6
4 5 3 6 2 6 0 4 5 1 3 2
4 5 6 3 6 2 4 0 1 5 2 3
6 3 4 5 4 2 6 1 0 3 2 5
6 3 5 4 2 4 1 6 3 0 5 2
5 4 3 6 5 1 3 2 2 6 0 4
5 4 6 3 1 5 2 3 6 2 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
このアソシエーション・スキームの指標表は以下の通りである。

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 mi

χ1 1 1 2 2 2 2 2 1
χ2 1 1 2 −1 −1 −1 −1 2
χ3 1 −1 0 −1 −1 1 1 3
χ4 2 0 −2 1 1 −1 −1 3

この指標表の列はスカラー倍を同一視しても 5 通りあり、列に関する直交関
係は存在しない。また (例えば関係行列で)与えられたアソシエーション・ス
キームの指標表を効率よく計算する方法は知られていないようである。

未解決問題 2.18. 有限群の指標表を求めるバーンサイド–ディクソン–シュナ
イダー・アルゴリズムのような効率のよい方法をアソシエーション・スキー
ムの指標表について考察せよ。(バーンサイド–ディクソン–シュナイダー・ア
ルゴリズムについては、例えば [16] を参照)。

定理 2.19 (可換アソシエーション・スキームの第二直交関係). S が可換なら
ば次が成り立つ。

1

nSns

∑
χ∈Irr(S)

mχχ(σs)χ(σt∗) = δst.

Proof. S が可換だから |S| = |Irr(S)|である。行と列がそれぞれ Irr(S), S で
添字付けられた行列

A =

(
mχ

nSns
χ(σs∗)

)
, B = (χ(σs))
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を考える。直交関係より AtB = I となるので tBA = I も成り立つ。(s, t)-
成分を計算すれば

δst =
1

nSns

∑
χ∈Irr(S)

mχχ(σs)χ(σt∗)

となる。

定理 2.19 の別証明. 1次の指標 χは代数準同型であるから χ(ab) = χ(a)χ(b)
が成り立つ。また可換性を仮定しているので S の任意の既約指標は 1 次で
ある。標準指標 γS =

∑
χ∈Irr(S)mχχ を考えれば

δstnfnS = γS(σsσt∗) =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σsσt∗) =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σs)χ(σt∗)

である。

注意. 後に説明する群的スキームに対して第二直交関係に相当する関係が成
り立つ。

有限群の複素指標では、群の元 g に対して χ(g−1) = χ(g) が成り立つ。
これは gg−1 = g−1g より、表現行列として正規行列をとることができるこ
とによる。アソシエーション・スキームでは s∗ が逆元に似た役割をするが
σsσs∗ = σs∗σs とは限らない。また σs は対角化可能とも限らない。しかし、
一般に χ(σs∗) = χ(σs) は成り立つ。これを示すために少し準備をする。

f を指標 χ を与える C 上の S の表現とする。f : σs 
→ f(σs) とす
ると f も S の表現で、f が既約ならば f も既約である。対応する指標は
χ : σs 
→ χ(σs) である。f を f の複素共役な表現といい、χ を χ 複素共役
な指標という。次に f̃ : σs 
→ tf(σs∗) とおく。

f̃(σsσt) = f̃

(∑
u∈S

pustσu

)
=

∑
u∈S

pustf̃(σu) =
∑
u∈S

pust
tf(σu∗)

= tf

(∑
u∈S

pustσu∗

)
= tf

(∑
u∈S

pu
∗
t∗s∗σu∗

)
= tf(σt∗σs∗)

= t(f(σt∗)T (σs∗)) = tf(σs∗)
tf(σt∗) = f̃(σs)f̃(σt)

が成り立つので f̃ も S の表現であり、対応する指標 χ̃ について χ̃(σs) =

χ(σs∗) である。f̃ を f の反傾表現 (contragredient representation)という。f
が既約なら f̃ も既約である。
次の定理が目標であった。
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定理 2.20. 複素指標 χ について χ(σs∗) = χ(σs) が成り立つ。

Proof. 既約指標 χ について示せば十分である。χ と χ̃ について∑
s∈S

1

ns
χ(σs)χ̃(σs∗) =

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)χ(σs) > 0

であるから、χ と χ̃ が既約であることと直交関係によって χ = χ̃ である。
よって主張は成り立つ。

次に指標の値に注目する。指標の値の絶対値の評価として次の結果を得る。

定理 2.21. 複素指標 χ について |χ(σs)| ≤ nsχ(1) が成り立つ。

証明のためにペロン–フロベニウスの定理を説明する。
Γ を有限有向グラフとする。すなわち Γ は有限な点集合 V Γ と辺集合

EΓ からなる。ここで辺集合とは、単に V Γ × V Γ の部分集合を意味する。
x, y ∈ V Γ が連結であるとは、ある非負整数 � と V Γ の元の列

x = x0, x1, · · · , x� = y

が存在して (xi−1, xi) ∈ EΓ または (xi, xi−1) ∈ EΓ (i = 1, 2, · · · , �) となるこ
ととする。また強連結であるとは、(xi−1, xi) ∈ EΓ (i = 1, 2, · · · , �) となる
こととする。連結であるという関係は同値関係である。その同値類 (および
それらの点を両端とする辺) を Γ の連結成分という。Γ が一つの連結成分で
あるとき Γ は連結であるという。V Γ の任意の順序対 x, y が強連結であると
き Γ を強連結であるという。

定理 2.22 (ペロン–フロベニウスの定理 [26, Theorem 8.4.4]). M を非負実数
を成分とする n 次正方行列とする。有限有向グラフを以下のように定める。
点集合を V Γ = {1, · · · , n} とし、辺集合を

EΓ = {(i, j) |Mij > 0}

とする。グラフ Γ が強連結であるとする。このとき ρ を M の固有値の絶対
値の最大値とすると ρ は M の重複度 1 の固有値である (すなわち固有多項
式の単根である)。また ρ に対応する固有ベクトルとして非負実数のみを成
分として持つものを取ることができる。逆に、そのような固有ベクトルは ρ
に対応するものに限る。

この定理の ρ をフロベニウス根という。
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補題 2.23. (X,S) をアソシエーション・スキームとし s ∈ G とする。σs を
隣接行列とする有限有向グラフの連結成分は強連結である。

Proof. σs を隣接行列とする有限有向グラフを Γ とする。V Γ = X であり
EΓ = sである。x, y ∈ X が連結ならば強連結であることを示せばよい。この
ためには (x, y) ∈ s ならば y, x が強連結であることを示せばよい。(x, y) ∈ s
とする。

ys0 = {y}
ys� =

⋃
z∈ys�−1

zs

T =
∞⋃
�=0

ys�

とおく (T は有限集合である)。このとき x ∈ T を示せばよい。ET = {(u, v) ∈
s | u ∈ T, v ∈ T} とおいてET に含まれる辺の数を数える。u ∈ T , (u, v) ∈ s
ならば T の定義から v ∈ T である。よって

|ET | =
∑
u∈T

|{v ∈ T | (u, v) ∈ s}| = ns|T |

である。一方 v ∈ T , (u, v) ∈ s とすると (u が T に含まれるかどうかは分か
らないので)

|ET | =
∑
v∈T

|{u ∈ T | (u, v) ∈ s}| ≤ ns|T |

である。この等号が成立するから v ∈ T , (u, v) ∈ s ならば u ∈ T であり、特
に v として y を考えれば x ∈ T である。

定理 2.21 の証明. χ(σs) は χ(1) 個の σs の固有値の和だから、任意の固有
値 ξ に対して |ξ| ≤ ns を示せばよい。σs の固有値は σs のある連結成分に対
応している。よってはじめから σs は連結であると仮定してよい。このとき
σs は強連結だからフロベニウス根をもつ。一方 σs は各行、各列に ns 個の
1 を含むので ns は σs の固有値であり、また固有ベクトルとしてすべての成
分が 1 であるものを取ることができる。よって ns は σs のフロベニウス根
であり、絶対値最大の固有値である。

f を S の体 k 上の表現とする。k の体としての自己同型 τ に対して f τ

を f τ (
∑

s∈S asσs) =
∑

s∈S asf(σs)
τ で定めれば f τ はまた S の表現となる。

このとき、係数には τ を作用させないので f τ(
∑

s∈S asσs) = (
∑

s∈S asf(σs))
τ
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ではないことに注意する。f τ と f は代数共役 (algebraically conjugate) で
あるという。特に f が既約ならば f τ も既約である。指標に対しても同様に
代数共役を定義することが出来る。代数共役である二つの複素既約指標の重
複度は等しい。
有限群の指標表においては、代数共役は既約指標の置換のみでなく、そ

の共役類の置換も引き起こす。しかしアソシエーション・スキームにおいて
はこれは正しくない。

例 2.24. 関係行列⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3
1 0 1 1 1 1 1 3 3 2 2 2 3 3
1 1 0 1 1 1 1 2 3 3 3 2 2 3
1 1 1 0 1 1 1 2 3 3 2 3 3 2
1 1 1 1 0 1 1 3 2 3 3 2 3 2
1 1 1 1 1 0 1 3 3 2 3 3 2 2
1 1 1 1 1 1 0 3 2 3 2 3 2 3
2 3 2 2 3 3 3 0 1 1 1 1 1 1
2 3 3 3 2 3 2 1 0 1 1 1 1 1
2 2 3 3 3 2 3 1 1 0 1 1 1 1
3 2 3 2 3 3 2 1 1 1 0 1 1 1
3 2 2 3 2 3 3 1 1 1 1 0 1 1
3 3 2 3 3 2 2 1 1 1 1 1 0 1
3 3 3 2 2 2 3 1 1 1 1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
で定義されるアソシエーション・スキームの指標表は

s0 s1 s2 s3 mi

χ1 1 6 3 4 1
χ2 1 6 −3 −4 1

χ3 1 −1
√

2 −√
2 6

χ4 1 −1 −√
2

√
2 6

であり、その列は代数共役で閉じていない。

注意. 指標表の列が代数共役で閉じていることと、クライン・パラメーター
(§4.1) がすべて有理数であることが同値であることが知られている。
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2.2 CS の中心

指標理論において、隣接代数の中心は重要な役割をもっている。ここでは [23]
に従ってその理論を解説する。
写像 ζ : CS → CS を

ζ(a) =
∑
s∈S

1

ns
σs∗aσs

で定義する。

補題 2.25. 任意の a ∈ CS に対して ζ(a) ∈ Z(CS) である。

Proof. 直接計算することによって

ζ(a)σs =
∑
t∈S

1

nt
σt∗aσtσs =

∑
t∈S

1

nt
σt∗a

∑
u∈S

putsσu

=
∑
t∈S

∑
u∈S

1

nt
putsσt∗aσu =

∑
u∈S

∑
t∈S

1

nu
pt

∗
su∗σt∗aσu

=
∑
u∈S

1

nu
σsσu∗aσu = σsζ(a)

である。

補題 2.26. a ∈ Z(CG) であるならば ζ(a) =
∑

χ∈Irr(S)

nSχ(a)

mχ

eχ である。

Proof. v = ζ(1) =
∑

s∈S
1
ns
σs∗σg とおく。reg を CS の正則表現の指標とす

る。このとき reg(σs) =
∑

χ∈Irr(S) χ(1)χ(σs) =
∑

s∈S p
s
ts である。よって

v =
∑
s∈S

1

ns

∑
t∈S

ptss∗σt =
∑
s∈S

∑
t∈S

1

nt
pst∗sσt

=
∑
t∈S

1

nt
reg(σt∗)σt =

∑
t∈S

∑
χ∈Irr(S)

1

nt
χ(1)χ(σt∗)σt

=
∑

χ∈Irr(S)

nSχ(1)

mχ

eχ.

である。a ∈ Z(CS) であるから ζ(a) = av である。したがって aeχ = χ(a)
χ(1)

eχ
より結果を得る。
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定理 2.27. ζ(CS) = Z(CS) である。

Proof. 任意の χ ∈ Irr(S) に対してある a ∈ CS が存在して ζ(a) = eχ とな
ることを示せばよいが、補題 2.26 より ζ(mχ

nS
eχ) = eχ である。

注意. 一般にフロベニウス代数 (§5.7) Aの双対基 {ai}, {bi}に対して c : A→
A (c(v) =

∑
i aivbi) をカシミール作用素 (Casimir operator) という。A が

分離代数のとき c(A) = Z(A) が成り立つ。CS はフロベニウス代数で {σs},
{ 1
ns
σs∗} がその双対基となるので、上記の ζ はカシミール作用素の一つであ

る。また v = ζ(1) =
∑

s∈S
1
ns
σs∗σs はカシミール元 (Casimir element) と呼

ばれる [23]。





Chapter 3

閉部分集合と剰余スキーム

3.1 定義と基本性質

有限群の部分群と剰余群に相当する閉部分集合と剰余スキームを定義し、そ
の基本的な性質を説明する。そのためにまず複合積を定義する。

(X,S) をアソシエーション・スキームとする。s, t ∈ S に対して

st = {u ∈ S | pust �= 0}
とおき、これを sと tの複合積 (complex product)という。隣接代数における
積とは異なるので注意が必要である。また T ⊂ S に対して T ∗ = {t∗ | t ∈ T}
という記号も用いる。pust = pu

∗
t∗s∗ なので

(st)∗ = t∗s∗

が成り立つ。また T, U ⊂ S に対して

TU =
⋃
t∈T

⋃
u∈U

tu

とおき、これも複合積と呼ぶ。
φ �= T ⊂ S が閉部分集合 (closed subset) であるとは TT ∗ ⊂ T であるこ

ととする (S が群であれば T が部分群であることを意味している)。また、任
意の s ∈ S に対して 1 ∈ ss∗ であるから T が閉部分集合ならば 1 ∈ T であ
り、したがって TT ∗ ⊃ T1 = T である。よって TT ∗ = T が成り立つ。

命題 3.1. T が S の閉部分集合であることと TT ⊂ T であることは同値で
ある (有限群ならば TT ⊂ T が部分群であることと同値であることに対応し
ている)。

29
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Proof. T が閉部分集合であるとする。このとき T = TT ∗ = (TT ∗)∗ = T ∗ で
あるから TT = T である。
逆に TT ⊂ T とする。T ∗ ⊂ T であることを示せばよい。σT =

∑
t∈T σt

を隣接行列とする (ループを含む) 有向グラフを考え、補題 2.23 の証明と同
様の議論をすれば、このグラフの連結成分は強連結、すなわち T ∗ ⊂ T とな
る。

T ⊂ S に対して T を含む最小の閉部分集合は存在する。これを 〈T 〉 と
書いて T の生成する閉部分集合という。
アソシエーション・スキームの閉部分集合は、明らかにアソシエーション・

スキームではない。しかしアソシエーション・スキーム (X,S) とその閉部分
集合 T に対して、次のように部分スキームを定義できる。x ∈ X を一つ固
定する。X ′ = xT とし、s ∈ S に対して s′ = {(y, z) ∈ X ′ ×X ′ | (y, z) ∈ s}
とする。このとき S ′ = {s′ | s ∈ S, s′ �= φ} とすれば (X ′, S ′) はアソシエー
ション・スキームとなる。これを (X,S) の閉部分集合 T と x ∈ X に関する
部分スキーム (subscheme)といい (X,S)xT と書く。部分スキームは、一般に
同型を除いても一意的ではなく x ∈ X の取り方に依存する。しかし部分ス
キームは代数的には同型となる。

問 3.2. (X,S)xT がアソシエーション・スキームになることを示せ。

例 3.3. (X,S) をアソシエーション・スキームとする。各 x ∈ X に対してア
ソシエーション・スキーム (Yx, Tx) が存在し、{(Yx, Tx) | x ∈ X} は互いに
代数的に同型であるとする。Tx = {t(x)0 , · · · , t(x)r } として、この番号付けが代
数的同型を与えるものとする。Z を Yx (x ∈ X) の共通部分をもたない和集
合とする。z ∈ Z に対して z ∈ Yx となる x ∈ X を x(z) と書くことにする。
1 �= s ∈ S に対して Z 上の関係 s̃ を

s̃ = {(z, z′) | (x(z), x(z′)) ∈ s}
と定める。また i ∈ {0, 1, · · · , r} に対して

t̂i = {(z, z′) | x(z) = x(z′), (z, z′) ∈ t
x(z)
i }

とする。このとき U = {s̃ | 1 �= s ∈ S} ∪ {t̂i | i = 0, 1, · · · , r} とすれば
(Z,U) はアソシエーション・スキームである。また T = {t̂i | i = 0, 1, · · · , r}
は (Z,U) の閉部分集合である。(Yx, Tx) は (Z,U) の T と z ∈ Yx に関する
部分スキームであり、互いに同型とは限らない。特に (Yx, Tx) をすべて同型
なものと定めたときがレス積であり、(Z,U) はレス積と代数的に同型である
ことがすぐに分かる。
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T が (X,S) の閉部分集合であるとき

CT =
⊕
t∈T

Cσt

は隣接代数 CS の部分代数となる。T はアソシエーション・スキームではな
いので CT はアソシエーション・スキームの隣接代数ではない。しかし、任
意の x ∈ X に関する部分スキーム (X,S)xT の隣接代数は自然な対応で CT
と同型になる。したがって CT を隣接代数と思い、その理論を適用すること
が出来る。

S の閉部分集合 T が正規閉部分集合 (normal closed subset) であるとは、
任意の s ∈ S に対して sT = Tsが成り立つこととする。またこのとき T �S
または S � T と書く。任意の s ∈ S に対して sTs∗ = T が成り立つとき T
を強正規閉部分集合 (strongly normal closed subset) といい T �� S または
S�� T と書く。正規閉部分集合と強正規閉部分集合は、どちらもある意味で
有限群の正規部分群に対応している。また可換アソシエーション・スキーム
の閉部分集合は常に正規であるが、強正規であるとは限らない。

命題 3.4. 強正規閉部分集合は正規閉部分集合である。

Proof. 任意の s ∈ S に対して 1 ∈ ss∗ である。s∗Ts ⊂ T とすると

Ts ⊂ ss∗Ts ⊂ sT

となる。逆も同様である。

次に剰余スキームを定義しよう。

補題 3.5. T をアソシエーション・スキーム (X,S) の閉部分集合とする。
x, y ∈ X に対して xT = yT であることと xT ∩ yT �= φ であることは同値で
ある。

Proof. z ∈ xT ∩yT とする。このとき (x, z) ∈ t1, (y, z) ∈ t2 となる t1, t2 ∈ T
がある。x ∈ yt2t

∗
1 より xT ⊂ yT であり、また y ∈ xt1t

∗
2 より yT ⊂ xT であ

る。逆は明らか。

この補題によって X はいくつかの共通部分のない部分集合の和集合に分
割される。X/T = {xT | x ∈ X} とおく。s ∈ S に対して

sT = {(xT, yT ) | y ∈ xTsT}
= {(xT, yT ) | (x0, y0) ∈ s for some x0 ∈ xT and y0 ∈ yT}

とおく。
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補題 3.6. T をアソシエーション・スキーム (X,S) の閉部分集合とする。
s, u ∈ S に対して次は同値である。

(1) sT = uT .

(2) sT ∩ uT �= φ.

(3) TsT = TuT .

(4) TsT ∩ TuT �= φ.

Proof. (1) =⇒ (2) と (3) =⇒ (4) は明らか。
(2) =⇒ (3) を示す。(xT, yT ) ∈ sT ∩ uT とする。このとき x0, x1 ∈ xT ,

y0, y1 ∈ yT があって (x0, y0) ∈ s, (x1, y1) ∈ uである。また (x0, x1), (y1, y0) ∈⋃
t∈T t であるから s ∈ TuT となり T が閉部分集合なので TsT ⊂ TuT であ
る。逆の包含関係も同様に示される。

(4) =⇒ (1)を示す。v ∈ TsT ∩TuT とする。また (x, y) ∈ v とする。この
とき (xT, yT ) ∈ sT ∩uT である。前と同様の議論で s ∈ TuT となる。任意に
(aT, bT ) ∈ sT をとる。このときある a0 ∈ aT , b0 ∈ bT があって (a0, b0) ∈ s
である。b0 ∈ a0s ⊂ a0TuT であるから、ある a1 ∈ a0T = aT , b1 ∈ b0T = bT
があって (a1, b1) ∈ u となる。よって (aT, bT ) ∈ uT となり sT ⊂ uT である。
同様に uT ⊂ sT も成り立つ。

この補題によって X/T ×X/T はいくつかの (共通部分のない) 部分集合
の和集合に分割される。S//T = {sT | s ∈ S} とおく。また S も部分集合
TsT たちの (共通部分のない) 部分集合の和集合に分割される。

定理 3.7. (X,S)T = (X/T, S//T ) はアソシエーション・スキームである。

Proof. 1T = {(xT, xT ) | x ∈ X}, (sT )∗ = (s∗)T は明らかである。s, u, v ∈ S
に対して (xT, yT ) ∈ vT ならば

|(xT )sT ∩ uT (yT )|
が (xT, yT ) ∈ vT の取り方によらないことを示せばよい。ある x0 ∈ xT ,
y0 ∈ yT があって (x0, y0) ∈ v となるから、はじめから (x, y) ∈ v として
よい。

W = xTsT ∩ TvTy
とおくと

|W | =
∑
a∈TsT

∑
b∈TuT

pvab
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であり、これは (x, y) ∈ v の取り方によらない。一方

z ∈W ⇐⇒ zT ∈ (xT )sT ∩ uT (yT )

が成り立つので

|(xT )sT ∩ uT (yT )| =
|W |
nT

となり、これは (xT, yT ) ∈ vT の取り方によらない。

この (X,S)T を S の T による剰余スキーム (factor scheme)、または商
スキーム (quotient scheme) という。
定理 3.7 の証明中に示したことを補題としてまとめておく。

補題 3.8. (X,S) をアソシエーション・スキームとし T をその閉部分集合と
する。剰余スキーム (X,S)T について以下が成り立つ。

(1) 1T = {(xT, xT ) | x ∈ X} であり、任意の s ∈ S に対して (sT )∗ = (s∗)T

である。

(2) (X,S)T の構造定数について pv
T

sT uT = 1
nT

∑
a∈TsT

∑
b∈TuT p

v
ab である。

(3) 任意の s ∈ S について nTsT = nTnsT である。

Proof. (1), (2) は定理 3.7 の証明中で示した。(3) は (2) で s = u∗, v = 1 と
おいて得られる。

例 3.9. 閉部分集合と剰余スキームの具体例を示す。以下は有限群 C2×C3(∼=
C6) と S3 の正則置換表現から得られるアソシエーション・スキームの関係
行列である。⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 3 4 5
1 0 3 2 5 4
4 5 0 1 2 3
5 4 1 0 3 2
2 3 4 5 0 1
3 2 5 4 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 2 3 4 5
1 0 4 5 2 3
2 3 0 1 5 4
4 5 1 0 3 2
3 2 5 4 0 1
5 4 3 2 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
このように行と列をうまく分割すると、対角線上のブロックには 0 と 1 し
か現れていないことが分かる。このような分割があるとき T = {s0, s1} は閉
部分集合である。
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このときの剰余スキームは以下のように簡単に求めることができる。上
のような分割の各ブロックを一つの成分と見て、同じ数字を含むものは同じ
であるとする。適当に番号を付ければ以下の関係行列を得る。⎛⎝ 0 1 2

2 0 1
1 2 0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎠
T が正規閉部分集合であるとこと、上記の各ブロック毎に、同じ数が各行、
各列に同じ数ずつ現れる、ということは同値である。したがって C2 ×C3 で
は T は正規で、S3 では T は正規ではないことが読み取れる。

例 3.10. 群の剰余群は正規部分群に対してのみ定義されるが、アソシエー
ション・スキームの剰余スキームはその閉部分集合が正規であることを必要
としない。有限群 G を例 1.3 によってアソシエーション・スキーム (G,G)
と見る。このとき部分群 H は閉部分集合となる。(G,G) の H による剰余ス
キーム (G,G)H は剰余類の集合 H \G への G の作用によって得られるシュ
アー的スキームと同型である。
逆に可移置換群 G から得られるシュアー的スキームは、その 1 点の固定

部分群 H によって上のように構成される剰余スキームと同型である。

次は閉部分集合の定義の代数的な言い換えである。

命題 3.11. φ �= T ⊂ S が S の閉部分集合であることと eT = 1
nT
σT (∈ CS)

がべき等元であることは同値である。

証明のために少し準備をしよう。α =
∑

s∈S αsσs ∈ CSに対してSupp(α) =
{s ∈ S | αs �= 0} とする。CS の構造定数が非負であることに注意する。

補題 3.12. α =
∑

s∈S αsσs, β =
∑

s∈S βsσs とし、任意の s ∈ S に対して
αs, βs は非負の実数とする。このとき Supp(αβ) = Supp(α)Supp(β) が成り
立つ。

命題 3.11 の証明. eT がべき等元であるとする。このとき

T = Supp(eT ) = Supp(eT eT ) = Supp(eT )Supp(eT ) = TT

となるので T は閉部分集合である。
逆に T を閉部分集合とする。x, y ∈ X に対して

(σT )xy =

{
1, if (x, y) ∈ ⋃

t∈T t
0, otherwise
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である。また

(σT )2
xy = |xT ∩ Ty| = |xT ∩ yT | = nT δxT,yT

であり xT = yT であることと (x, y) ∈ ⋃
t∈T t であることは同値なので eT

はべき等元となる。

命題 3.13. φ �= T ⊂ S が S の正規閉部分集合であることと eT = 1
nT
σT が

CS の中心的べき等元であることは同値である。

Proof. eT が中心的べき等元ならば s ∈ S に対して

sT = Supp(σsσT ) = Supp(σTσs) = Ts

となり T � S である。
逆に T � S とする。x, y ∈ X, s ∈ S に対して

sT ∩ sy �= φ ⇐⇒ y ∈ xTs = xsT ⇐⇒ xs ∩ Ty �= φ

が成り立つ。(σsσT )xy = |xs∩Ty|, (σTσs)xy = |xT ∩ sy| なので (σsσT )xy = 0
であることと (σTσs)xy = 0 であることは同値である。

xs ∩ Ty �= φ とする。このとき |xs ∩ Ty| = |xT ∩ sy| を示せばよい。
X = Ty1 ∪ Ty2 ∪ · · · ∪ Tyr

を共通部分のない X の分割とする。

xs =
⋃

xs∩Tyi �=φ
(xs ∩ Tyi)

と xs を分割する。xs ∩ Tyi �= φ のとき、y′i ∈ xsg ∩ Tyi とすれば y′i ∈ xs,
Tyi = Ty′i である。よって

|xs ∩ Tyi| = |xs ∩ Ty′i| =
∑
t∈T

psst

は s ∈ S だけで決まる数である。また xs∩Tyi �= φとなることは、剰余スキー
ム (X,S)T で yiT ∈ (xT )sT となることと同値であり、よって xs ∩ Tyi �= φ
となる i は nsT 個ある。以上より

ns = |xs| = nsT |xs ∩ Ty|
が成り立つ。同様にして ns = nsT |xT ∩sy|が成り立ち、主張が成り立つ。
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後で用いるために証明の中で示したことを補題としてまとめておく。

補題 3.14. (X,S) をアソシエーション・スキームとし T をその正規閉部分
集合とする。s ∈ S に対して σsσT = σTσs = ns

n
sT
σTsT が成り立つ。

Proof. 命題 3.13 の証明中の記号を用いる。(x, y) ∈ u とし |xs ∩ Ty| �= 0 と
する。このとき u ∈ TsT である。逆に u ∈ TsT なら |xs ∩ Ty| �= 0 である
ことも明らか。よって命題 3.13 の証明より主張が成り立つ。

任意の s ∈ S について ns = 1 であるとき (X,S) を細スキーム (thin
scheme) という。細スキームは例 1.3 のようにして得られ、よって本質的に
有限群と思うことができる。閉部分集合 T についても nt = 1が任意の t ∈ T
に対して成り立つとき、それを細閉部分集合 (thin closed subset) という。

命題 3.15. アソシエーション・スキーム (X,S) と閉部分集合 T に対して
(X,S)T が細スキームであることと T �� S であることは同値である。

この命題は次の補題から明らかである。

補題 3.16. S の閉部分集合 T と s ∈ S に対して nsT = 1 であることと
s∗Ts ⊂ T であることは同値である。

Proof. まず nsT = 1 とする。u ∈ s∗Ts, (x, y) ∈ u とする。このとき、ある
a, b ∈ X があって a ∈ xs∗, b ∈ aT ∩ sy である。b ∈ aT より aT = bT であ
る。また (a, x) ∈ s より (aT, xT ) ∈ sT であり、(a, y) ∈ s より (aT, yT ) =
(bT, yT ) ∈ sT である。nsT = 1 より xT = yT で、すなわち u ∈ T である。
次に s∗Ts ⊂ T とする。(xT, yT ), (xT, zT ) ∈ sT とする。ある x0, x1, y0, z0 ∈

X があって x0 ∈ xT , x1 ∈ xT , y0 ∈ yT , z0 ∈ zT , (x0, y0), (x1, z0) ∈ s であ
る。このとき z0 ∈ y0s

∗Ts ⊂ y0T であり、よって z ∈ yT、すなわち yT = zT
が成り立ち nsT = 1 である。

アソシエーション・スキーム (X,S) に対して

Oϑ(S) =
⋂
TC�S

T

とおいて、これを S の細剰余 (thin residue) という。

定理 3.17. Oϑ(S) �� S であり、また

Oϑ(S) =

〈⋃
s∈S

s∗s

〉
が成り立つ。
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Proof. 閉部分集合の共通部分はまた閉部分集合なのでOϑ(S) は閉部分集合
である。任意の s ∈ S に対して

s∗Oϑ(S)s = s∗
( ⋂
TC�S

T

)
s =

⋂
TC�S

s∗Ts ⊂
⋂
TC�S

T = Oϑ(S)

となるから Oϑ(S) �� S である。
U =

〈⋃
s∈S s

∗s
〉
とおく。任意の s ∈ S に対して s∗s ⊂ s∗Oϑ(S)s ⊂ Oϑ(S)

であるから U ⊂ Oϑ(S) である。あとは U �� S を示せばよい。
t ∈ s∗s とする。v ∈ S に対して v∗tv ⊂ v∗s∗sv だから、まず v∗s∗sv ⊂ U

を示す。w ∈ sv に対して s ∈ wv∗ であるからw∗sv ⊂ w∗wv∗v ⊂ U である。
w∗ ∈ (sv)∗ = v∗s∗ を任意にとっているから v∗s∗sv ⊂ U が成り立つ。
一般には t1t2 · · · tr, ti ∈ s∗i si と u ∈ S に対して u∗t1 · · · tru ⊂ U を示せ

ばよい。u∗tiu ⊂ U なので

u∗t1 · · · tru ⊂ (u∗t1u)(u∗t2u) · · · (u∗tru) ⊂ U

である。

この定理から S//Oϑ(S) は細スキームであり、本質的に有限群である。ま
た任意の強正規閉部分集合 T は Oϑ(S) を含む。アソシエーション・スキー
ムに対しても、いわゆる同型定理 [42, Theorem 1.7.6] は成り立つので、強正
規閉部分集合とは、単に有限群 S//Oϑ(S)の正規部分群の逆像のことである。
細剰余とは相対的に

Oϑ(S) = {s ∈ S | ns = 1}
を細根基 (thin radical) というが、このノートでは必要としない。

注意. 細根基 Oϑ(S) は一般に S の閉部分集合ではあるが正規閉部分集合で
はない。例 2.17 がそのような例になっている。

未解決問題 3.18. 自明でない閉部分集合をもたないスキームを原始的スキー
ム (primitive scheme) という。また自明でない正規閉部分集合をもたない
スキームを単純スキーム (simple scheme) という。例えば非可解有限単純群
は自明でない部分群はもつが自明でない正規部分群をもたないので、それに
よって定義される細スキームは単純ではあるが原始的ではない。しかし可解
群によって定まる細スキームについては、それが単純であることと原始的で
あることは同値である。よって可解群に似た性質をもつと思われるスキーム
に対して、この同値性が成り立つことが期待される。どのような性質をもつ
スキームに対して、この同値性は成り立つであろうか。例えば、これが素数
べき位数をもつスキームに対して成立するかどうかは示されていない。
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3.2 剰余スキームの指標

アソシエーション・スキームの研究が難しいことの一つの原因は、その部分
スキームや剰余スキームと元のアソシエーション・スキームの構造の間の関
係があまり研究されておらず、したがって帰納法などの議論がしにくいこと
にある。ここでは剰余スキーム、特に正規閉部分集合による剰余スキームの
表現を考える。
いくつかの準備をしよう。

補題 3.19. (X,S) をアソシエーション・スキームとし T , U をその閉部分集
合とする。s ∈ S に対して σTσsσU =

∑
t∈S αtσt とすると

αt =

{
αs, if t ∈ TsU ,
0, otherwise

が成り立つ。

Proof. t �∈ TsU ならば αt = 0 であることは明らかなので t ∈ TsU とする。
(x, y) ∈ t に対して

αt = ((σTσs)σU)xy =
∑
z∈X

(σTσs)xz(σU)zy =
∑
z∈yU

(σTσs)xz =
∑
z∈yU

|xT ∩ sz|

である。また、ある x0 ∈ xT と y0 ∈ yU があって (x0, y0) ∈ s となる。この
とき xT = x0T , yU = y0U であるから

((σTσs)σU)xy =
∑
z∈yU

|xT ∩ sz| =
∑
z∈y0U

|x0T ∩ sz| = (σTσsσU)x0y0

が成り立ち αt = αs である。

T を (X,S) の閉部分集合とすると eT はべき等元であり eTCSeT は eT
を単位元とする代数となる。次の補題は補題 3.19 より明らかである。

補題 3.20. T を (X,S) の閉部分集合とする。s ∈ S に対して σTσsσT は
σTsT の (0 でない) スカラー倍であり、よって {σTsT | s ∈ S} はベクトル空
間として eTCSeT を生成する。

定理 3.21. T を (X,S)の閉部分集合とする。このとき代数として C(S//T ) ∼=
eTCSeT が成り立つ。
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Proof. x, y ∈ X に対して

(x, y) ∈
⋃

t∈TsT
t⇐⇒ (xT, yT ) ∈ sT

である。よって
X = x1T ∪ · · · ∪ xrT

を X の分割とし X と X/T をこの順番で並べて隣接行列σTsT と σsT を考え
ればσTsT = σsT ⊗J となる。したがってeTCSeT → C(S//T )を σTsT 
→ nTσsT

で定めれば、これは代数の同型を与える。

定理 3.22 ([18, Theorem 3.8]). T を (X,S) の閉部分集合とする。このとき
{χ ∈ Irr(S) | eχeT �= 0} と Irr(S//T ) の間に自然な全単射がある。

Proof. f : CS → ⊕
χ∈Irr(S)Mχ(1)(C) を同型とし、各成分への射影を fχ :

CS →Mχ(1)(C) とする。

eTCSeT ∼=
⊕

χ∈Irr(S)

fχ(eT )Mχ(1)(C)fχ(eT )

である。ここで全行列環におけるべき等元の標準形を考えれば fχ(eT ) は 1
と 0 のみを対角成分にもつ対角行列としてよい。また fχ(eT ) の階数を rχ
とする。このとき fχ(eT )Mχ(1)(C)fχ(eT ) は自然にMrχ(C) と同型である。以
上より eTCSeT の既約成分は rχ �= 0 である χ ∈ Irr(S) に対応する。また
rχ = χ(eT ) であるから rχ �= 0 であることと eχeT �= 0 であることは同値であ
る。

定理 3.23 ([18, Theorem 3.10]). 定理 3.22 の対応によって既約指標の重複度
は保たれる。

Proof. χ ∈ Irr(S) とする。C(S//T ) を eTCSeT と同一視して考える。このと
き χ に対応する Irr(S//T ) の既約指標は χ の eTCSeT への制限と考えられ
る。これを ϕ と書くことにする。このとき eχeT = eϕ である。
まず、標準指標について γS(eT ) = nS/nT であり、s �∈ T に対しては

γS(σTsT ) = 0 であるから γS の eTCSeT への制限は γS//T に等しい。よって
γS(eχeT ) = γS//T (eϕ) = mϕϕ(eϕ) であり、また γS(eχeT ) = mχχ(eϕ) でもあ
る。χ(eϕ) = ϕ(eϕ) であるから mχ = mϕ が成り立つ。

次に T が正規閉部分集合である場合を考えよう。この場合には一般の閉
部分集合の場合よりも強いことがいえる。
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定理 3.24. T を (X,S)の正規閉部分集合とする。このとき π : CS → C(S//T )

(σs 
→ ns
nsT

σsT ) は代数全準同型である。

Proof. T �S より eT は中心的べき等元である。ρ : CS → eTCS (σs 
→ eTσs)
は代数の全準同型である。また τ : eTCS → C(S//T ) (σTsT 
→ nTσsT ) は同
型である。補題 3.14 より σTσs = ns

n
sT
σTsT であるから

τ ◦ ρ(σs) = τ

(
1

nT
σTσs

)
= τ

(
ns

nsTnT
σTsT

)
=

ns
nsT

σsT

である。

注意. F を正標数の体とする。ns/nsT は整数になるので、このときも代数準
同型 FS → F (S//T ) を定義することは出来るが、一般にそれは全射になる
とは限らない。

T � S とし f : C(S//T ) → Mn(C) を S//T の表現とする。このとき
f ◦ π : CS →Mn(C) は S の表現である。また f が既約表現であることと f
が全射であることは同値であり、このとき f ◦ π も全射になるから f ◦ π も
既約である。したがって S//T の C 上の既約表現から S の既約表現が得ら
れる。また実際の表現は

f ◦ π(σs) =
ns
nsT

f(σsT )

となる。指標に関しても同様であり、この対応を通して Irr(S//T ) ⊂ Irr(S)
と見ることにする。Irr(S//T ) ⊂ Irr(S) と見て、同じ記号を使おうとすると
その重複度が一致しなくては混乱を生じるが、定理 3.23 によりそれは一致
する。

定理 3.25. T を (X,S) の正規閉部分集合とする。χ ∈ Irr(S//T ) に対して
ϕ(σs) = ns

n
sT
χ(σsT ) と定めれば ϕ ∈ Irr(S) であり、また mχ = mϕ が成り

立つ。

この節の最後に既約指標が剰余スキームの指標になるための条件を与える。

定理 3.26. T を (X,S) の正規閉部分集合とする。χ ∈ Irr(S) に対して次は
同値である。

(1) χ ∈ Irr(S//T ).
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(2) 任意の t ∈ T に対して χ(σt) = ntχ(1).

(3) eχeT = eT eχ �= 0.

Proof. (1) =⇒ (2) を示す。t ∈ T に対して tT = 1T である。よって χ ∈
Irr(S//T ) ならば

χ(σt) =
nt
n1

χ(σ1T ) = ntχ(1)

である。
(2) =⇒ (3) は次の式から分かる。

χ(eχeT ) = χ(eT ) =
1

nT

∑
t∈T

χ(σt) =
1

nT

∑
t∈T

ntχ(1) = χ(1) �= 0.

(3) =⇒ (1) を示す。eT , eχ は共に CS の中心的べき等元で eχ は中心的
原始べき等元である。よって eT eχ �= 0 ならば eT eχ = eχ が成り立つ。eχ は
C(S//T ) ∼= eTCS の中心的原始べき等元であり、対応する指標 χは Irr(S//T )
に含まれる。

3.3 指標と正規閉部分集合

定理 2.21 で S の指標 η に対して |η(σs)| ≤ nsη(1) であることを示した。こ
こで η(σs) = nsη(1) となる場合を考えよう。

S の (既約とは限らない) 指標 η に対して

K(η) = {s ∈ S | η(σs) = nsη(1)}
とおく。このとき次が成り立つ。

定理 3.27. 上の記号の下で K(η) は S の閉部分集合である。

Proof. f を指標 η を与える表現とする。定理 2.21 より η(σs) = nsη(1) であ
ることは f(σs) のすべての固有値が ns であることと同値である。また定理
2.22 より ns は σs の単根であり、f(σs) の単根でもある。したがって f(σs)
はスカラー行列である。

s, t ∈ K(η) とすると η(σsσt) = nsntη(1) であり、一方

η(σsσt) =
∑
u∈S

pustη(σu) ≤
∑
u∈S

pust|η(σu)| ≤
∑
u∈S

pustnuη(1)

である。nsnt =
∑

u∈S p
u
stnu であるから pust �= 0 ならば η(σu) = nuη(1)、す

なわち u ∈ K(η) となる。
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さて、有限群の指標を知っていると K(η) は正規閉部分集合ではないか
と思われるだろう。しかし次の例を見ると、これは一般に成り立たない。

例 3.28. 次の関係行列で定義されるアソシエーションスキームを考える。

R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7
1 0 3 2 4 4 5 5 6 6 7 7
2 3 0 1 6 6 7 7 4 4 5 5
3 2 1 0 6 6 7 7 4 4 5 5
4 4 7 7 0 1 6 6 5 5 2 3
4 4 7 7 1 0 6 6 5 5 3 2
5 5 6 6 7 7 0 1 2 3 4 4
5 5 6 6 7 7 1 0 3 2 4 4
7 7 4 4 5 5 2 3 0 1 6 6
7 7 4 4 5 5 3 2 1 0 6 6
6 6 5 5 2 3 4 4 7 7 0 1
6 6 5 5 3 2 4 4 7 7 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
指標表は以下の通りである。

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 mχi

χ1 1 1 1 1 2 2 2 2 1
χ2 1 1 −1 −1 −2 −2 2 2 1
χ3 1 −1 −1 1 0 0 0 0 3
χ4 1 −1 1 −1 0 0 0 0 3
χ5 2 2 0 0 0 0 −2 −2 2

このとき K(χ3) = {s0, s3} は正規閉部分集合ではない。
有限群では、指標の核が正規部分群になることを用いて指標表からすべ

ての正規部分群を読み取ることができるが、同様のことはアソシエーション
スキームでは出来ないのだろうか。以下でこの問題について考える。

命題 3.29. S の正規閉部分集合 T に対して、ある (既約とは限らない) 指標
η が存在して K(η) = T である。

Proof. η =
∑

χ∈Irr(S//T ) χ とおく。T ⊂ K(η) は明らかである。
s ∈ K(η) とする。∑

χ∈Irr(S//T )

mχχ(σs) = ns
∑

χ∈Irr(S//T )

mχχ(1s) �= 0
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であり、かつ∑
χ∈Irr(S//T )

mχχ(σs) =
ns
nsT

∑
χ∈Irr(S//T )

mχχ(σsT ) =
ns
nsT

γS//T (σsT )

が成り立つ。よって sT = 1T となり s ∈ T である。

このことから、問題はどのような指標 η に対してK(η) � S となるかと
いうことになる。

I(η) = {χ ∈ Irr(S) | χ(σs) = nsχ(1) for all s ∈ K(η)}
とおくと次の結果を得る。

定理 3.30. S の指標 η に対して K(η) � S であることと∑
χ∈I(η)

mχχ(1) =
nS
nK(η)

が成り立つことは同値である。

Proof. T = K(η) とおく。T � S とすると I(η) = Irr(S//T ) である。よって∑
χ∈I(η)

mχχ(1) = nS//T =
nS
nT

となる。
次に

∑
χ∈I(η)mχχ(1) = nS/nK(η) を仮定する。χ ∈ I(η) ならば

χ(eT ) =
1

nT

∑
t∈T

χ(σt) =
1

nT

∑
t∈T

ntχ(1) = χ(1)

である。よって eT eχ = eχ が成り立つ。また

γ(eT ) =
nS
nT
,

γ

⎛⎝ ∑
χ∈I(η)

eT eχ

⎞⎠ =
∑
χ∈I(η)

γ(eχ) =
∑
χ∈I(η)

mχχ(1) =
nS
nT

が成り立つ。ここで γ は標準指標である。eT =
∑

χ∈Irr(S) eT eχであり、eT eχ �=
0 ならば γ(eT eχ) > 0 であることから eT =

∑
χ∈I(η) eχ となり、特に eT は中

心的べき等元である。よって T � S である。
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指標の重複度は直交関係から計算できる。したがってこの結果から、指
標表が与えられればすべての正規閉部分集合を求めることができる。

注意. 一般に二つの正規閉部分集合の共通部分は正規閉部分集合とは限らな
い。例えば、関係行列⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11
1 0 3 2 5 4 7 6 8 8 9 9 10 10 11 11
2 3 0 1 6 7 4 5 9 9 8 8 11 11 10 10
3 2 1 0 7 6 5 4 9 9 8 8 11 11 10 10
4 5 6 7 0 1 2 3 10 10 11 11 8 8 9 9
5 4 7 6 1 0 3 2 10 10 11 11 8 8 9 9
6 7 4 5 2 3 0 1 11 11 10 10 9 9 8 8
7 6 5 4 3 2 1 0 11 11 10 10 9 9 8 8
8 8 9 9 11 11 10 10 0 1 2 3 6 7 4 5
8 8 9 9 11 11 10 10 1 0 3 2 7 6 5 4
9 9 8 8 10 10 11 11 2 3 0 1 4 5 6 7
9 9 8 8 10 10 11 11 3 2 1 0 5 4 7 6

11 11 10 10 8 8 9 9 6 7 4 5 0 1 2 3
11 11 10 10 8 8 9 9 7 6 5 4 1 0 3 2
10 10 11 11 9 9 8 8 4 5 6 7 2 3 0 1
10 10 11 11 9 9 8 8 5 4 7 6 3 2 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
で定義されるアソシエーション・スキームについて、二つの正規閉部分集合
T = {s0, s2, s4, s6} と U = {s0, s3, s4, s7} の共通部分 T ∩ U = {s0, s4} は正
規ではない [41]。

3.4 群的スキーム

非可換な有限群は非可換なアソシエーションスキームを定義するが、そのよ
うにして得られたアソシエーションスキームは一般の非可換アソシエーショ
ンスキームとくらべるととても良い性質を多く持っている。ここでは有限群
と似た良い性質をもつアソシエーションスキームを考える。有限群の良い性
質の一つに共役類をもつということがある。アソシエーションスキームに対
して共役類を考えることは出来ないように思われるが、有限群の二つの元が
共役であることと、任意の指標に対する値が等しいことは同値であるので、
以下の一般化を考える。

(X,S) をアソシエーションスキームとする。s, t ∈ S に対して s ∼ t であ
ることを、任意の χ ∈ Irr(S) に対して

1

ns
χ(σs) =

1

nt
χ(σt)
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であることで定める。明らかにこれは同値関係である。s ∈ S を含む同値類
の和集合を s̃ で表す。s̃ は X ×X の部分集合であり、S̃ = {s̃ | s ∈ S} とお
けば、これは X ×X の分割を与える。

|S̃| = |Irr(S)| であるとき (X,S) を群的スキーム (group-like scheme) と
いう。有限群に対しては関係 ∼ は共役という関係と同じで、したがって細
スキーム (有限群) は常に群的である。
次の定理は群的スキームであることのいくつかの特徴付けを与えている。

定理を述べるために一つ定義をする。型の等しい二つの行列、またはベク
トル M = (mij), N = (nij) に対して、その対応する成分の積をとる演算
M ◦N = (mijnij) を考える。これをアダマール積 (Hadamard product) と呼
ぶ。また Z(CS) で CS の中心を表す。Z(CS) は {eχ | χ ∈ Irr(S)} を基底に
もつ。

eχ =
mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)σs

であるから Z(CS) ⊆ CS̃ は常に成り立つ。

定理 3.31. アソシエーションスキーム (X,S) に対して次は同値である。

(1) Z(CS) = CS̃.

(2) dimC Z(CS) = |S̃|. (すなわち (X,S) が群的であること。)

(3) ある S の分割 A があって a ∈ A に対して σa =
∑

s∈a σs とおくと
Z(CS) =

⊕
a∈A Cσa となる。すなわち CS の中心が (X,S) の融合ス

キームの隣接代数として得られる。

(4) Z(CS) はアダマール積で閉じている。

証明のために一つの補題を用意する。ベクトルが基本的であるとは、そ
の一つの成分が 1 で、他の成分はすべて 0 であることとする。また行列 M
に対して、その i 番目の行ベクトルを Mi∗ で表し、その j 番目の列ベクト
ルを M∗j と表すことにする。

補題 3.32. M を階数 mの m×n 行列とし、どの列ベクトルも零ベクトルで
はないとする。更に M の二つの行ベクトルのアダマール積は、M の行ベク
トルたちの一次結合で書けるとする。このときある m 次正則行列 L があっ
て LM のすべての列ベクトルは基本的になる。
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Proof. M のはじめの m 列が一次独立であると仮定してよい。よって M =
(M0|M1) とし M0 を正則行列とする。L = M−1

0 とおく。LM = (Im|LM1)
である。LM の各列が基本的であることをいえばよい。このとき LM の行
ベクトルのアダマール積も LM の行ベクトルたちの一次結合で書けること
に注意しておく。

(LM)ij �= 0, (LM)i′j �= 0とすると (LM)i∗◦(LM)i′∗ は LM の行ベクトル
の一次結合では書けない。(LM)ij �= 0, (LM)ij �= 1とすると (LM)i∗◦(LM)i∗
は LM の行ベクトルの一次結合では書けない。よって LM の列ベクトルは
基本的である。

定理 3.31 の証明. (1) ⇐⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) は明らかである。(4) を仮定
して (1) を示す。

c =
∑

s∈S csσs から行ベクトル (cs | s ∈ S)への対応を考える。もちろんこ
れは全単射であるから、これを同一視する。行と列がそれぞれ Irr(S)と S で
添字付けられた行列M = (n−1

s χ(σs∗))χ,s を考える。このとき行ベクトルMχ∗
は nSm

−1
χ eχ に対応する。よって M の行ベクトルの全体は Z(CS) の基底で

ある。(4) を仮定しているので、この行列 M は補題 3.32 の条件を満たす。
よってある正則行列 Lがあって LM の各列は基本的となる。1 ≤ i ≤ |Irr(S)|
に対して

Ui = {s ∈ S | (LM)i,s = 1}
とおくと LM の性質から S =

⋃|Irr(S)|
i=1 Ui は S の分割となる。

s, t ∈ S が同じ Ui に含まれるための必要十分条件は (LM)∗s = (LM)∗t
であることで、更にこれはM∗s = M∗t であることと同値である。よって Ui
は ∼ 同値類であり、(1) が成り立つ。

定理 3.33. (X,S) を群的スキームとすると、(X, S̃) は可換アソシエーショ
ンスキームである。

Proof. CS̃ = Z(CS) だから CS̃ は積で閉じていて、更に可換である。他の
条件は明らか。

例 3.34. (X,S)を有限群 Gで定義される細スキームとする。このとき (X, S̃)
は G で定義される群アソシエーションスキームである。

定理 3.35. (X,S)を群的スキームとすると、任意の指標 η に対してK(η)�S
である。特に T � S, U � S ならば T ∩ U � S である。

Proof. K(η) はいくつかの ∼ 同値類の和集合であるから σK(η) はCS の中心
に含まれる。よって K(η) � S である。
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群的スキーム (X,S)の指標表は可換アソシエーションスキーム (X, S̃)の
指標表から容易に求めることができる。これを利用して次の結果を得る。

定理 3.36 (群的スキームの第二直交関係). (X,S)を群的スキームとする。こ
のとき

n
et

nSnsnt

∑
χ∈Irr(S)

mχ

χ(1)
χ(σs)χ(σt∗) = δ

eset.

Proof. CS と CS̃ = Z(CS) の中心的べき等分解は一致するから、Irr(S) と
Irr(S̃) の間には自然な全単射 χ 
→ χ̃ がある。指標の値については

χ(σt)

ntχ(1)
=
χ̃(σ

et)

n
et

が成り立つ。重複度 mχ は rank(eχ)/χ(1) で与えられ、eχ = e
eχ, χ̃(1) = 1 よ

りm
eχ = mχχ(1) が成り立つ。これを可換アソシエーションスキームの第二

直交関係に代入すれば結果が成り立つ。

注意. 与えられたアソシエーションスキームが群的であるかどうかは、指標
表、または隣接代数の中心を求めなければ判定することができない。計算機
などを利用してそれを判定するには{∑s∈S n

−1
s σs∗σtσs | t ∈ S}がベクトル空

間として Z(CS) を生成すること (定理 2.27) を利用し、Z(CS) がアダマー
ル積で閉じていることを確認すればよい。





Chapter 4

指標理論

4.1 双対隣接代数

アソシエーション・スキーム (X,S) の隣接代数 CSには通常の積の他にアダ
マール積が定義されていて、この積に関しても代数である。この代数を双対
隣接代数 (dual adjacency algebra)といい CS◦ と書く。明らかに {σs | s ∈ S}
は直交原始べき等元であり、CS◦ は可換な半単純代数である。非可換なアソ
シエーション・スキームに対して双対隣接代数を考えても、現在のところ有
用な応用は得られていないように思われるため、ここでは可換なアソシエー
ション・スキームのみを考えることにする。非可換の場合の類似の結果は [22]
に見られる。
以下、この節では (X,S) を可換なアソシエーション・スキームと仮定

する。
可換アソシエーションスキーム (X,S) に対して、その隣接代数 CS はC

のいくつかの直和に同型であり、よって {eχ | χ ∈ Irr(S)} は CS の基底にな
る。二つの基底 {σs | s ∈ S} と {eχ | χ ∈ Irr(S)} の変換を考える。

eχ =
1

nS

∑
s∈S

qχ(s)σs,

σs =
∑

χ∈Irr(S)

ps(χ)eχ.

このとき、これまでの議論から

ps(χ) = χ(σs), qχ(s) =
mχ

ns
χ(σs)

49
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である。
P = (ps(χ))χ,s , Q = (qχ(s))s,χ

とおけば PQ = QP = nSI である。隣接代数において、基底 {σs | s ∈ S}
の積は

σsσt =
∑
u∈S

pustσh

で与えられた。これと双対的に、基底 {eχ | χ ∈ Irr(S)} のアダマール積を

eχ ◦ eϕ =
1

nS

∑
ξ∈Irr(S)

qξχϕeξ

とする。qξχϕ をクライン・パラメーター (Krein parameter) と呼ぶ。

命題 4.1. 可換アソシエーションスキームに対して次が成り立つ。

pust =
nsnt
nS

∑
χ∈Irr(S)

1

mχ
2
qχ(s)qχ(t)qχ(u)

qξχϕ =
mχmϕ

nS

∑
s∈S

1

ns2
ps(χ)ps(ϕ)ps(ξ)

Proof. 標準指標 γS について

γS(σsσtσu∗) =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σsσtσu∗) =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σsσt)χ(σu)

=
∑
v∈S

pvst
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σv)χ(σu) = nSnup
u
st

が成り立つ。一方で可換性より

γS(σsσtσu∗) =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ(σs)χ(σt)χ(σu)

= nSnu

⎛⎝nsnt
nS

∑
χ∈Irr(S)

1

mχ
2
qχ(s)qχ(t)qχ(u)

⎞⎠
であるから、一つ目の主張が成り立つ。
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eχ = mχ

nS

∑
s∈S χ(σs)σs であるから

eχ ◦ eϕ =
mχmϕ

nS2

∑
s∈S

χ(σs)ϕ(σs)σs

ξ(eχ ◦ eϕ) =
mχmϕ

nS2

∑
s∈S

χ(σs)ϕ(σs)ξ(σs)

である。また

ξ(eχ ◦ eϕ) =
1

nS

∑
µ∈Irr(S)

qµχϕξ(eµ) =
1

nS
qµχϕ

である。これは二つ目の式を意味する。

この命題によって以下が得られる。

系 4.2. 二つの可換スキームが代数的に同型であることと、その指標表が行
と列の適当な並べ替えによって一致することは同値である。

注意. 非可換の場合には系 4.2 は成り立たない。例えば、位数 8 の二面体群
と四元数群のように、非同型な二つの群が同じ指標表をもつ場合がある。

クライン・パラメーター qξχϕ と重複度 mχ に関して、以下のように交叉
数 pust と分岐指数 ns に関する公式 (命題 1.21) と類似の式が成り立つ。

命題 4.3. 可換スキーム (X,S) について以下が成り立つ。

(1) qξχϕ = qξϕχ.

(2) qϕ1Sχ
= δχϕ.

(3) qξχϕ = qξχϕ.

(4) q1S
χϕ = mχδχϕ.

(5)
∑

ϕ∈Irr(S) q
ξ
χϕ = mχ.

(6)
∑

µ∈Irr(S) q
µ
χϕq

ν
µξ =

∑
µ∈Irr(S) q

µ
ϕξq

ν
χµ.

(7) mχq
χ
ϕξ = mϕq

ϕ
ξχ = mξq

ξ
χϕ.



52 CHAPTER 4. 指標理論

Proof. (1) はアダマール積の可換性による。e1S
◦ eχ = 1

nS
eχ より (2) が成り

立つ。(3) は命題 4.1 による。

q1S
χϕ =

mχmϕ

nS

∑
s∈S

1

ns2
χ(σs)ϕ(σs)1S(σs) = mχδχϕ

であるから (4) が成り立つ。(5) は以下のように示される。∑
ϕ∈Irr(S)

qξχϕ =
∑

ϕ∈Irr(S)

mχmϕ

nS

∑
s∈S

1

ns2
χ(σs)ϕ(σs)ξ(σs)

=
mχ

nS

∑
s∈S

χ(σs)ξ(σs)
∑

ϕ∈Irr(S)

mϕϕ(σs)

=
mχ

nS

∑
s∈S

χ(σs)ξ(σs)γS(σs)

= mχχ(1)ξ(1) = mχ

(6) はアダマール積の結合法則による。(7) は (6) で ν = 1S とおいて得られ
る。

定理 4.4 (Krein 条件). qξχϕ は非負実数である。

Proof. χ(σs∗) = χ(σs) より eχ は非負エルミート行列である。よって eχ⊗ eϕ
も非負エルミート行列である。eχ ◦eϕ は eχ⊗eϕ の小行列なので、また非負エ
ルミート行列である。 1

nS
qξχϕ は eχ⊗ eϕ の固有値なので非負実数である。

例 4.5 (Q-多項式スキーム). 対称スキーム (X,S)について、既約指標に適当な
番号付け Irr(S) = {1S = χ0, χ1, · · · , χd}と複素係数多項式 fi (i = 0, 1, · · · , d,
deg fi = i) が存在して、アダマール積に関して eχi

= fi(eχ1) となるとき、
(X,S) を Q-多項式スキーム (Q-polynomial scheme) という。

例 4.6. ハミング・スキーム H(n, q) とジョンソン・スキーム J(v, k) はQ-
多項式スキームである。

未解決問題 4.7. Q-多項式スキームの組合せ論的な特徴付けは知られてい
ない。

注意. 群アソシエーション・スキームの対称化が Q-多項式スキームとなる場
合は [28] で分類されている。
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4.2 指標の積

有限群の指標理論において、指標の積がまた指標になることは重要である。
これは有限群の群代数がホップ代数であることによる。アソシエーション・
スキームの隣接代数は一般にホップ代数ではないので、指標の積は指標には
ならない。しかし特別な場合には積も指標になる。ここでは指標の積がまた
指標になる場合を考える。

(X,S) を細スキーム (有限群) とする。S の (既約とは限らない) 二つの
指標 χ, ϕ に対してχϕ(σs) = χ(σs)ϕ(σs) で積を定めれば、これはまた指標に
なる。その理由は、余積∆ : CS → CS ⊗ CS (σs 
→ σs ⊗ σs) が代数準同型
であることによる (テンソルはすべて C 上で考える)。実際には CS はもっ
と強くホップ代数であることが分かる。
一般のアソシエーションスキームの隣接代数に自然にホップ代数の構造を

入れることは出来ない。しかし、以下のように余単位元が代数準同型である
ような余代数の構造を入れることができる。余単位元 (counit) ε : CS → Cを
ε(σs) = nsで定めると、これは代数準同型である。また余積 (comultiplication)
∆ : CS → CS ⊗ CS を σs 
→ 1

ns
σs ⊗ σs で定めると (CS,∆, ε) は余代数

(coalgebra) となる。

注意. 代数かつ余代数で、余単位元、余積が共に代数準同型であるとき、そ
れを双代数 (bialgebra) という。さらに対合射 (antipode) をもつときホップ
代数 (Hopf algebra) という。詳しくは、例えば [31] を参照して欲しい。

アソシエーションスキームの隣接代数に上のように余代数構造を入れて
も、余積が代数準同型にならないため、それは双代数にはならない。そこで
強正規閉部分集合 T による剰余スキームを考える。

∆′ : CS → C(S//T ) ⊗ CS, σs 
→ σsT ⊗ σs

を考える。これは余積 ∆ と自然な準同型 π : CS → C(S//T ) によって∆′ =
(π ⊗ 1) ◦ ∆ と表されるものである。このとき次が成り立つ。

補題 4.8. ∆′ は代数準同型である。

Proof. 線形性は明らかなので、積が保存されることを示す。

∆′(σsσt) =
∑
u∈S

pust∆
′(σu) =

∑
u∈S

pustσuT ⊗ σu,

∆′(σs)∆′(σt) = (σsT ⊗ σs)(σtT ⊗ σt) =
∑
u∈S

pustσ(sT tT ) ⊗ σu
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であるが S//T が細スキームであるから pust �= 0 ならば sT tT = uT が成り立
つ。よってこの二つの式は等しい。

次の補題は明らかである。

補題 4.9. f を S//T の df 次の表現、gを S の dg 次の表現とすると (f⊗g)◦∆′

は S の dfdg 次の表現である。また χf , χg をそれぞれ f , g の指標とすると
(f ⊗ g) ◦∆′ の指標は σs 
→ χf (σsT )χg(σs) = n−1

s χf (σs)χg(σs) で与えられる。

この補題を既約指標に対して書き直すと次のようになる。

定理 4.10. T �� S とする。χ ∈ Irr(S) と ϕ ∈ Irr(S//T ) に対して χϕ(σs) =
n−1
s χ(σs)ϕ(σs) で指標の積を定めれば χϕ は S の指標である。

有限群の既約指標の積に関しては、その一方が一次の指標であれば積は
また既約になる。これに対してアソシエーションスキームでは次が成り立つ。

定理 4.11. T �� S とする。χ ∈ Irr(S) と ϕ ∈ Irr(S//T ), ϕ(1) = 1 に対して
χϕ ∈ Irr(S) である。またこのとき χϕ の重複度は χ の重複度に等しい。

Proof. 補題 4.9の記号を使う。ϕ は f の指標で χ は g の指標であるとする。
ϕ(1) = 1 なので df = 1 である。表現 (f ⊗ g) ◦∆′ : CS →Mdg(C) が既約で
あることを示すには、これが全射であることをいえばよい。A ∈ Mdg(C) を
任意に取る。g は既約なので全射である。よってある α =

∑
s∈S αsσs ∈ CS

があってA = g(α) である。ϕ は (本質的に) 有限群の線形指標であるから、
任意の s ∈ S に対して ϕ(σsT ) = f(σsT ) �= 0である。β =

∑
s∈S f(σsT )−1αsσs

とおけば

(f ⊗ g) ◦ ∆′(β) =
∑
s∈S

f(σsT )−1αsf(σsT ) ⊗ g(σs) = 1 ⊗ g(α) = A

である。
重複度については

χϕ(1)

mχϕ
=

1

nS

∑
s∈S

1

ns
χϕ(σs)χϕ(σs∗) =

1

nS

∑
s∈S

1

ns3
χ(σs)χ(σs∗)ϕ(σs)ϕ(σs∗)

=
1

nS

∑
s∈S

1

ns3
ns

2

nsT
2
χ(σs)χ(σs)ϕ(σsT )ϕ(σ(sT )∗)

=
1

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)χ(σs∗) =

χ(1)

mχ

であることと χϕ(1) = χ(1) よりわかる。
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注意. T �� S, χ ∈ Irr(S), ϕ ∈ Irr(S//T ), χ(1) = 1 であっても χϕ が既約
になるとは限らない。例えば、例 3.28 において χ3χ5 = χ3 + χ4 がそのよう
な例を与える。

これらの結果を利用するためには Irr(S//Oϑ(S))を特徴付けることが重要
である。

定理 4.12 ([25, Theorem 2.8]). χ ∈ Irr(S) に対して χ ∈ Irr(S//Oϑ(S)) であ
ることと χ(1) = mχ であることは同値である。

Proof. χ ∈ Irr(S//Oϑ(S)) ならば χ は本質的に有限群の指標であるから
χ(1) = mχ である。

χ(1) = mχ と仮定する。v =
∑

s∈S
1
ns
σsσs∗ とする。〈Supp(v)〉 = Oϑ(S)

である。また、補題 2.26より veχ = χ(1)nS

mχ
eχ = nSeχ である。v =

∑
s∈S asσs

と書けば、as ≥ 0 であり、v の自明な指標 1S の値を考えることにより∑
s∈S asns = nS である。|χ(σs)| ≤ nsχ(1) に注意して

|χ(v)| ≤
∑
s∈S

as|χ(σs)| ≤
∑
s∈S

asnsχ(1) = nSχ(1)

となる。一方
|χ(v)| = |χ(veχ)| = |χ(nSeχ)| = nSχ(1)

でもある。よって |χ(σs)| = nsχ(1) が as �= 0 なる任意の s ∈ S について成
り立つ。特に a1 �= 0 であることから χ(σs) = nSχ(1) が任意の s ∈ Oϑ(S)
について成り立ち χ ∈ Irr(S//Oϑ(S)) である。

指標の積とクライン・パラメーターの間には以下の関係がある。(X,S)を
可換スキームと仮定する。χϕ ∈ Irr(S) に対して、その積を前と同じ様に

χϕ(σs) =
1

ns
χ(σs)ϕ(σs)

で定める。χϕは指標とは限らないが、可換性の仮定より既約指標の一次結合

χϕ =
∑

ξ∈Irr(S)

rξχϕξ

と書ける。

命題 4.13. (X,S) を可換スキームと仮定し、上記の記号を用いる。このとき
クライン・パラメーター qξχϕ について qξχϕ = mχmϕmξ

−1rξχϕ が成り立つ。
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Proof. 直接計算して

eχ ◦ eϕ =

(
mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs∗)σs

)
◦

(
mϕ

nS

∑
s∈S

1

ns
ϕ(σs∗)σs

)

=
mχmϕ

nS2

∑
s∈S

1

ns2
χ(σs∗)ϕ(σs∗)σs =

mχmϕ

nS2

∑
s∈S

1

ns
χϕ(σs∗)σs

=
mχmϕ

nS2

∑
s∈S

1

ns

∑
ξ∈Irr(S)

rξχϕξ(σs∗)σs

=
1

nS

∑
ξ∈Irr(S)

mχmϕ

mξ

rξχϕ

(
mξ

nS

∑
s∈S

1

ns
ξ(σs∗)σs

)

=
1

nS

∑
ξ∈Irr(S)

mχmϕ

mξ

rξχϕeξ

となる。

4.3 制限表現と誘導表現

T をアソシエーション・スキーム (X,S)の閉部分集合とする。T の表現と S
の表現の間の関係を見ることは重要であるが、一般には詳しいことは分かっ
ていない。ここではこれを考えるために基本的な制限表現と誘導表現につい
て、簡単に解説する。係数体は C として考えるが、以下の制限写像、誘導写
像は任意の係数環上で定義される。

f : CS → C を S の表現とする。CT は CS の部分環であるので、f
の CT への制限が考えられる。これを fT または f |T と書いて f の T へ
の制限表現 (restricted representation) という。制限加群も同様に定義する。
指標についても同様に χT , χ|T などと書き χ の T への制限指標 (restricted
character) という。
次に V を右 CT -加群とする。CT 上のテンソル積 V ⊗CT CS は右 CS-加

群の構造をもつ。これを V S と書いて V の S ヘの誘導加群 (induced mod-
ule) という。誘導加群に対応する表現、指標をそれぞれ誘導表現 (induced
representation)、誘導指標 (induced character) という。指標 ϕ に対しても
ϕS などの記号を用いる。
右 CS 加群 V と右 CT 加群 W について、以下の C-空間としての同型

が成り立つ [33, Theorem I.11.3]。

HomCT (W,VT ) ∼= HomCS(W
S, V )
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V , W を既約とし、この式を指標で書けば以下の結果を得る。

定理 4.14 (フロベニウス相互律). T をアソシエーション・スキーム (X,S)
の閉部分集合とし、χ ∈ Irr(S), ϕ ∈ Irr(T ) とする。このとき χT における ϕ
の重複度と ϕS における χ の重複度は等しい。

4.4 クリフォード理論

有限群の表現論においてクリフォード理論は基本的かつ重要である。同様の
理論は有限群以外のいくつかの対象についても成り立つことが知られている。
しかし、アソシエーション・スキームについては、まだよく分かっておらず、
ある強い仮定の下で成り立つことが知られているだけである。
はじめに簡単な例を示す。

例 4.15. 以下の関係行列で定義されるアソシエーション・スキーム (X,S)
を考える。 ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
1 0 2 2 5 5 6 6 3 3 4 4
2 2 0 1 4 6 3 5 4 6 3 5
2 2 1 0 6 4 5 3 6 4 5 3
3 6 4 5 0 3 2 5 4 2 6 1
3 6 5 4 3 0 5 2 2 4 1 6
4 5 3 6 2 6 0 4 5 1 3 2
4 5 6 3 6 2 4 0 1 5 2 3
6 3 4 5 4 2 6 1 0 3 2 5
6 3 5 4 2 4 1 6 3 0 5 2
5 4 3 6 5 1 3 2 2 6 0 4
5 4 6 3 1 5 2 3 6 2 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
指標表は以下の通りである。

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 mi

χ1 1 1 2 2 2 2 2 1
χ2 1 1 2 −1 −1 −1 −1 2
χ3 1 −1 0 −1 −1 1 1 3
χ4 2 0 −2 1 1 −1 −1 3
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T = {s0, s1, s2} とすると T � S であり、T の指標表は

s0 gs1 s2 mi

ϕ1 1 1 2 1
ϕ2 1 1 −2 1
ϕ3 1 −1 0 2

である。このとき

(χ1)T = ϕ1, (χ2)T = ϕ1,
(χ3)T = ϕ3, (χ4)T = ϕ2 + ϕ3.

である。

有限群の指標に関するクリフォードの定理では、二つの既約指標の正規
部分群への制限が同じ既約成分を含むならば、その既約因子はすべて一致す
る。しかしこの例ではそうはなっていない。したがってアソシエーション・
スキームとその正規閉部分集合に対して、有限群と同じようにクリフォード
の定理が成り立つわけではない。クリフォードの定理を期待するならば、単
なる正規閉部分集合ではなく、何らかの強い仮定が必要になる。ここでは強
正規閉部分集合を考えることにする。

結果を述べるためにはいくつかの準備が必要である。まず [10]にしたがっ
て群次数つき代数に関する説明をする。簡単のため、考える環は代数閉体 F
上の有限次元代数のみとし、また加群も F 上有限次元のもののみを考える。

G を有限群とする。F -代数 A が A =
⊕

g∈GAg と F -部分加群の直和に
分解していて

(1) g, h ∈ G に対して AgAh ⊆ Agh

を満たすとき A を G-次数つき代数 (graded algebra) という。A が G-次数
つき代数であれば A1 はその F -部分代数である。ここで等号が成り立つと
き、すなわち

(2) g, h ∈ G に対して AgAh = Agh

であるとき A を G-強次数つき代数 (strongly graded algebra) という。また
G-次数つき代数 A が

(3) 任意の g ∈ G に対して Ag は A の正則元 ag を含む
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という条件を満たせば、G が有限群であることなどから、これは (2) の条
件を満たす。(3) を満たす G-次数つき代数は有限群 G の環 A1 上の接合積
(crossed product) として表されることが知られている [10, Theorem 5.10]。
A が接合積であれば A は右加群と見ても、左加群と見てもA1-自由で、基底
として {ag | g ∈ G} を取ることができる。以下で接合積に関するクリフォー
ド理論を証明なしに説明する。この部分を理解するためだけならば [10] より
も [8, §11] の方が分かりやすいだろう。

A を接合積とし ag ∈ Ag を A の正則元とする。既約右 A1-加群 L 対して

LA = L⊗A1 A =
⊕
g∈G

L⊗ Ag =
⊕
g∈G

L⊗ ag

であり L ⊗ ag は右 A1-加群である。また a′g ∈ Ag も正則元であるとすると
L⊗ ag ∼= L⊗ a′g が成り立つ。よって

H = {g ∈ G | L⊗ ag ∼= L}
は矛盾なく定義され G の部分群になる。このとき次が成り立つ。

定理 4.16 (接合積に関するクリフォードの定理). A を接合積とし上の記
号を用いる。M を既約右 A-加群とし L を MA1 の既約部分加群とする。
H = {g ∈ G | L⊗ ag ∼= L} とおくとき次が成り立つ。

(1) MA1 は半単純で、ある自然数 e に対してMA1
∼= e

(⊕
g∈H\G L⊗ ag

)
である。

(2) B =
⊕

h∈H Ah とおく。このとき IRR(B | L) → IRR(A | L) (N 
→
NA) は全単射である。

ただし、ここで IRR(B | L) は VA1 が L を既約成分に含むような既約 B-加
群 V 全体の集合であるとする。

(X,S) をアソシエーションスキームとし T を S の強正規閉部分集合
とする。すなわち剰余スキーム (X/T, S//T ) が細スキーム (本質的に有限
群) であるとする。G = S//T とおいて、これを有限群と見る。このとき
S =

⋃
sT ∈S//T TsT は S の分割になる。

CS =
⊕

sT ∈S//T
C(TsT )

は自然に G-次数つき代数である。ただし U ⊂ S に対して CU =
⊕

s∈U Cσs ⊂
CS であるとする。もし、各 C(TsT ) が CS の正則元を含むならば CS は接
合積となり、クリフォードの定理が成り立つ。
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例 4.17 (半直積に対するクリフォードの定理). (X,S)Θ を [42, §2.7] で定義
されているアソシエーション・スキームの半直積とする。このとき隣接代数
は Θ に関する接合積であり、クリフォードの定理が成り立つ。また [3] の半
直積についても、剰余スキームが細スキームならば同様である。

例 4.18 (半直積でない接合積). 例 2.24 のアソシエーションスキームは半直
積で書くことはできないが、強正規閉部分集合 T = {s0, s1} について接合積
で表される。したがってクリフォードの定理が成り立つ。

接合積でない場合のクリフォード理論を考える。まず例を見てみよう。

例 4.19. 関係行列

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
1 0 2 2 4 4 3 3 6 6 5 5 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
2 2 0 1 5 6 5 6 3 4 3 4 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
2 2 1 0 6 5 6 5 4 3 4 3 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
3 4 6 5 0 3 4 1 2 6 5 2 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
3 4 5 6 3 0 1 4 6 2 2 5 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
4 3 6 5 4 1 0 3 5 2 2 6 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
4 3 5 6 1 4 3 0 2 5 6 2 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
6 5 3 4 2 5 6 2 0 4 3 1 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
6 5 4 3 5 2 2 6 4 0 1 3 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
5 6 3 4 6 2 2 5 3 1 0 4 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
5 6 4 3 2 6 5 2 1 3 4 0 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 0 1 3 3 4 4 2 2 5 5 6 6
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 1 0 4 4 3 3 2 2 6 6 5 5
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 3 4 0 3 1 4 5 6 2 6 2 5
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 3 4 3 0 4 1 6 5 6 2 5 2
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 4 3 1 4 0 3 6 5 2 5 2 6
7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 4 3 4 1 3 0 5 6 5 2 6 2
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 2 2 6 5 5 6 0 1 4 3 3 4
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 2 2 5 6 6 5 1 0 3 4 4 3
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 6 5 2 5 2 6 4 3 0 4 1 3
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 6 5 5 2 6 2 3 4 4 0 3 1
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 5 6 2 6 2 5 3 4 1 3 0 4
8 8 7 7 8 8 8 8 7 7 7 7 5 6 6 2 5 2 4 3 3 1 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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で定義されるアソシエーション・スキームは次の指標表をもつ。

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 mi

χ1 1 1 2 2 2 2 2 6 6 1
χ2 1 1 2 2 −2 −2 −2 −6 6 1
χ3 1 1 2 2 −2 −2 −2 6 −6 1
χ4 1 1 2 2 2 2 2 −6 −6 1
χ5 1 1 −1 −1 −2 1 1 0 0 4
χ6 1 1 −1 −1 2 −1 −1 0 0 4

χ7 1 −1 −1 1 0
√−3 −√−3 0 0 4

χ8 1 −1 −1 1 0 −√−3
√−3 0 0 4

χ9 1 −1 2 −2 0 0 0 0 0 4

T = {s0, s1, s2, s3}, U = {s0, s1, · · · , s6} とすると T , U は共に強正則であ
る。χ1, · · · , χ4 の上では接合積の場合と同じようにクリフォードの定理が成
り立っているように見える。χ9 は T の外では値が 0 となっている。χ5, χ6

の上では U まではクリフォードの定理が成り立っているように見えるが U
の外では値が 0 となっている。χ7, χ8 も同様である。

この例で見たような状況が一般のアソシエーションスキームとその強正
則閉部分集合に対して成り立つことを期待しているが、今のところ特別な場
合にしか証明は出来ていない。以下では可換アソシエーションスキームのみ
を考える。

(X,S) を可換アソシエーションスキームとし T をその強正則閉部分集合
とする。例 4.19 から考えると、代数全体を見るのではなく T の既約指標ご
とに見た方が良いように感じられる。そこで ϕ ∈ Irr(T ) に対して、対応す
る原始べき等元を eϕ とし

CT =
⊕

ϕ∈Irr(T )

eϕCT, CS =
⊕

ϕ∈Irr(T )

eϕCS

なる直和分解を考える。可換性を仮定しているので、どちらも両側イデアル
の直和である。Irr(S | ϕ) で T ヘの制限が ϕ を既約成分に含むような S の
既約指標の全体を表すことにする。指標を適当に同一視することによって、
自然に Irr(eϕCT ) = {ϕ}, Irr(S | ϕ) = Irr(eϕCS) である。よってこの二つの
代数の間でクリフォード型の対応をみれば良い。

eϕCS =
⊕

sT ∈S//T
eϕC(TsT )
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と分解することによって eϕCS は S//T -次数つき代数になる。

Z//T = {sT ∈ S//T | eϕC(TsT ) �= 0}
とおく。このとき次の補題が成り立つ。

補題 4.20. s ∈ S に対して次は同値である。

(1) eϕC(TsT ) �= 0 である。

(2) ある u ∈ TsT に対して eϕσu �= 0 である。

(3) eϕC(TsT ) は eϕCS の正則元を含む。

(4) ある u ∈ TsT に対して eϕσu は eϕCS の正則元である。

Proof. (4) =⇒ (3) =⇒ (1) =⇒ (2)は自明である。(2)を仮定して (4)を示す。
このとき可換性から、ある χ ∈ Irr(S | ϕ) に対して χ(σu) �= 0 である。また
eϕσu が eϕCS の正則元であるための必要十分条件は、任意の ξ ∈ Irr(S | ϕ)
に対して ξ(σu) �= 0 であることである。したがってこれを示せばよい。
可換性から S//T はアーベル群で、Irr(S//T ) も自然にアーベル群の構造

をもつ。定理 4.11 より Irr(S//T ) は Irr(S | ϕ) に作用する。この作用が可移
であることを示す。χ ∈ Irr(S | ϕ) を含む軌道を U とする。

U = {χτ | τ ∈ Irr(S//T )}
である。χ の固定部分群を Stabχ と書くことにする。このとき

eU =
∑
η∈U

eη =
1

|Stabχ|
∑

τ∈Irr(S//T )

mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χτ(σs)σs

=
1

|Stabχ|
∑

τ∈Irr(S//T )

mχ

nS

∑
s∈S

1

ns
χ(σs)τ(σsT )σs

=
mχ

nS|Stabχ|
∑
s∈S

1

ns
χ(σs)

⎛⎝ ∑
τ∈Irr(S//T )

τ(σsT )

⎞⎠ σs

となるが s �∈ T、すなわち sT �= 1T、のとき σs の係数は 0 である。よって
eU ∈ CT となり eϕ が CT で原始的であることから U = Irr(S | ϕ) である。
したがって Irr(S | ϕ) の任意の元は χτ , τ ∈ Irr(S//T ) と書けて

χτ(σu) = χ(σu)τ(σuT ) �= 0

となる。
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この補題によりただちに Z が閉部分集合 (すなわち Z//T が S//T の部分
群) であることが分かり、また eϕCS が Z//T の eϕCT 上の接合積であるこ
とが分かる。よって以下の結果を得る。

定理 4.21 (可換スキームに対するクリフォードの定理). (X,S) を可換アソ
シエーションスキームとし T を S の強正則閉部分集合とする。ϕ ∈ Irr(T )
に対して

Z//T = {sT ∈ S//T | eϕC(TsT ) �= 0}
とおく。このとき Z は S の閉部分集合で、次が成り立つ。

(1) ξ ∈ Irr(Z | ϕ) を一つ固定すれば

Irr(Z | ϕ) = {ξτ | τ ∈ Irr(Z//T )}

である。

(2) Irr(Z | ϕ) → Irr(S | ϕ) (η 
→ ηS) は全単射である。ここで s ∈ Z に対
しては ηS(σs) = η(σs) であり、s �∈ Z に対しては ηS(σs) = 0 である。

(3) χ ∈ Irr(S | ϕ) の重複度に関して

mχ =
nS
nZ
mϕ

が成り立つ。

未解決問題 4.22. 定理 4.21 (1) において ξ ∈ Irr(Z | ϕ) を一つ必要とする
が、これを具体的に求める方法は分からない。

定理 4.21 の簡単な応用として以下を得る。

問 4.23. (X,S) を可換アソシエーションスキームとしT を S の強正則閉部
分集合とする。このとき

|T | + |S//T | − 1 ≤ |S| ≤ |T | · |S//T |

が成り立つ。特に |T | + |S//T | − 1 = |S| となるための必要十分条件は S が
T による部分スキームと S//T のレス積と代数的に同型であることであり、
また |S| = |T | · |S//T | となるための必要十分条件は S の隣接代数が接合積
となることである。これを証明せよ。
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次に非可換の場合を考える。この場合には、あまり良い結果は得られて
いないが [11] のG-次数つき代数に関するクリフォードの理論が利用できる。
しかし G-次数つき代数に関するクリフォードの理論においては、次数つき
代数の既約表現とある加群の自己準同型環の既約表現が対応することが結論
であり、可換スキームのように、その部分スキームの表現との対応が存在す
るわけではない。ここでは極めて簡単な場合、すなわち剰余スキームが素数
位数である場合を考える。これは有限群における [27, Corollary 6.9] の一般
化といえるが、有限群の場合ほど簡単ではなく、面白い例が現れる。G-次数
つき代数に関するクリフォードの理論については、その証明などはせず、必
要な定義などを与えるだけでその理論を利用することにする。

(X,S)をアソシエーション・スキームとし T を強正規閉部分集合とする。
G = S//T とし、これを有限群と考える。

CS =
⊕

sT∈S//T
C(TsT )

によって CS は G-次数つき代数である。CT は CS の 1T -成分であり、CS
の部分代数である。G が有限群なので [11, Theorem 12.10] により、任意の
既約 CS-加群は、ある既約 CT 加群の上にある ([11, §8] 参照)。

L を既約 CT -加群とし、

LS = L⊗CT CS =
⊕

sT∈S//T
L⊗ C(TsT )

を考える。LS の任意の既約成分は L と同型な CT -部分加群をもつので、L
の上にある。LS は完全可約なので、これも L の上にある。[11, Proposition
8.4]によって、恒等写像 LS → LS は 1-null socle S1(L

S)を核に含み、よって
S1(L

S) = 0 である。このことと [11, Proposition 7.8] によって、L⊗C(TsT )
は既約 CT -加群、または 0 となる。

Supp(LS) = {sT ∈ S//T | L⊗ C(TsT ) �= 0}
G{L} = {sT ∈ S//T | (CT -加群として) L⊗ C(TsT ) ∼= L}

とおく。G{L} は G の部分群となるが Supp(LA) は一般に部分群とはなら
ず、いくつかの G{L} による剰余類の和集合となる。L⊗ C(TsT ) として得
られる既約 CT -加群は L と G-共役であるという。M を L の上にある既約
CS-加群とすると、[11, Theorem 12.4] により、M の既約 CT -部分加群はL
と G-共役なものに限り、またその重複度はすべて等しく、|G{L}| 以下とな
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る。また [11, Theorem 12.4] により、L と G-共役な既約加群の同型類の個
数は |Supp(LS)|/|G{L}| で与えられ、特に、その個数は |G : G{L}| 以下で
ある。以上により、既約 CS-加群 M の既約 CT -成分の数は |G| 以下である
ことも分かる [17, Theorem 2]。
ここで p = |G| は素数であると仮定する。したがって G は巡回群であ

り、その部分群は自明なものに限る。以下では主に指標に関する考察をする
ため、ϕ ∈ Irr(T )に対して Supp(ϕS), G{ϕ}を対応する加群を用いて定める。
Irr(G) = {ξi | i = 1, 2, · · · , p} とする。定理 4.11 により、任意の χ ∈ Irr(S)
に対して χξi ∈ Irr(S) であることに注意しておく。Irr(T ) と Irr(S) の関係
を調べるのがここでの目標である。

補題 4.24. ϕ ∈ Irr(T ), χ ∈ Irr(S | ϕ) とする。ある s ∈ S − T があって
χ(σs) �= 0 であるならば ϕS =

∑p
i=1 χξi である。

Proof. 仮定より χξi (i = 1, 2, · · · , p) はすべて異なる。任意の i について
(χξi)T = χT であるからフロベニウス相互律により χξi は ϕS の既約因子で
ある。G-次数つき代数の理論により (ϕS)T は高々 p = |G| 個の既約因子しか
もたない。よって ϕS の既約因子も高々 p 個であり、よって結果を得る。

補題 4.25. ϕ ∈ Irr(T ) について G{ϕ} = G と仮定する。このとき、ある
χ ∈ Irr(S) が存在して χT = ϕ, ϕS =

∑p
i=1 χξi となる。

Proof. ある χ ∈ Irr(S | ϕ) があって、ある s ∈ S − T に対して χ(σs) �= 0
となるならば補題 4.24 により結果が成り立つ。任意の s ∈ S − T と任意の
χ ∈ Irr(S | ϕ) に対して χ(σs) = 0 であるとする。G{ϕ} = G より、任意の
χ ∈ Irr(S | ϕ) に対してχT = (χ(1)/ϕ(1))ϕであり、よって Irr(S | ϕ) の各指
標はスカラー倍の違いしかない。しかし Irr(S) の任意の部分集合は一次独立
であるから |Irr(S | χ)| = 1 となる。このとき ϕS = aχ, χ ∈ Irr(S | ϕ) と書
くことができ (ϕS)T = a2ϕ となる。しかし (ϕS)T = pϕ であり p が素数であ
ることによりこれは矛盾である。

補題 4.26. ϕ ∈ Irr(T )について G{ϕ} = 1と仮定する。このとき ϕS ∈ Irr(S)
である。χ = ϕS とすると、任意の s ∈ S − T に対して χ(σs) = 0 であり、
χT は |Supp(ϕS)| 個の相異なる既約指標の和である。また χT の任意の既約
因子 ψ に対して ψS = χ となる。

Proof. G{ϕ} = 1 であるから (ϕS)T の既約因子はすべて異なる。χ ∈ Irr(S |
ϕ) に対して、ある s ∈ S − T があって χ(σs) �= 0 ならば補題 4.24 より
χT = pϕ となり矛盾である。したがって、任意の χ ∈ Irr(S | ϕ) と任意の
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s ∈ S − T に対して χ(σs) = 0 である。このとき補題 4.25 の証明と同様に
ϕS = χ ∈ Irr(S) となる。

ψ を χT の既約因子とする。補題 4.24 により、ψS の任意の既約因子は
S − T で 0 となる。よって上と同様に ψS = χ を得る。

以上をあわせて次の定理が成り立つ。

定理 4.27. (X,S) をアソシエーション・スキームとし T を強正則閉部分集
合とする。G = S//T とおいて G の位数 p を素数と仮定する。Irr(G) = {ξi |
i = 1, 2, · · · , p} とおく。χ ∈ Irr(S) に対して以下のいずれかが成り立つ。

(1) χT ∈ Irr(T ) であり (χT )S =
∑p

i=1 χξi

(2) 任意の s ∈ S − T に対して χ(σs) = 0 であり χT は高々 p 個の相異な
る既約指標の和である。また χT の任意の既約因子 ψ に対して ψS = χ
である。

定理 4.27 において (1) と (2) で Supp(ϕS) = G の場合は通常のクリ
フォード理論に現れる場合である。また (2) で Supp(ϕS) = 1 の場合は、レ
ス積の自明でない既約指標が典型的な例を与える。(2)で 1 � Supp(ϕS) � G
となるような例を次に与える。

例 4.28. F を 2q 個の元をもつ有限体とする。乗法群 F× = F−{0}は乗法に
よって F に作用する。議論を簡単にするために p = 2q − 1 = |F×| を素数と
仮定する。H を加法群 Fと F× の半直積とする。K を Fの位数 2r の部分群
とする。H とその部分群 H から得られるシュアー的スキームを (X,S) とす
る。また T を F に対応する S の閉部分集合とすれば、それは強正規であり
S//T は位数 p をもつ。H は 1 次でない既約指標 χ を唯一つもつ。定理 3.22
によって χに対応する S の既約指標を χ′ とする。このとき χ′(1) = 2q−r−1
となる。ϕ ∈ Irr(T ) を χ′

T の一つの既約因子とすれば |Supp(ϕS)| = χ′(1) で
ある。したがって 1 < q − r < q とすれば 1 � Supp(ϕS) � S//T である。

4.5 いくつかの話題

ここでは指標理論に関係するいくつかの話題を簡単に取り上げる。

4.5.1 クラス 4 以下のアソシエーション・スキームの可換性

(X,S)をアソシエーション・スキームとする。CS は半単純であるから、その
次元 |S| は既約表現の次数の 2 乗の和である。自明な指標の次数は 1 である
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から、|S| ≤ 4 ならば、すべての既約指標の次数は 1 であり、よって (X,S)
は可換である。また |S| = 6 の場合には、例えば 3 次対称群の群代数が非可
換であり、非可換なスキームが存在する。|S| = 5 の場合には 5 = 12 + 22 の
可能性があるが、実はこれは起こらない。以下が成り立つ。

定理 4.29 ([22, (4.1)]). クラス 4 以下のアソシエーション・スキームは可換
である。

これは以下の定理より明らかである。

定理 4.30. |Irr(S)| = 2 ならば (X,S) はクラス 1 のスキームである。

Proof. Irr(S) = {1S, χ} とする。|S| = 1 + χ(1)2 である。1 �= s ∈ S につい
て、その標準指標の値を考えれば

0 = γS(σs) = ns +mχχ(σs)

が成り立つ。よって指標の値が代数的整数であることによりχ(σs) = −ns/mχ ≤
−1 である。σS =

∑
s∈S σs に対して χ(σS) = 0 が成り立つので

0 = χ(σS) = χ(1) +
∑
s�=1

χ(σs) ≤ χ(1) − (|S| − 1) = χ(1) − χ(1)2

である。したがって χ(1) = 1 となり |S| = 2 である。

4.5.2 フロベニウス–シュアーの定理

有限群の指標に関するフロベニウス–シュアーの定理は自然にアソシエーショ
ン・スキームに拡張される。

(X,S) をアソシエーション・スキームとし χ ∈ Irr(S) とする。

ν2(χ) =
mχ

nSχ(1)

∑
s∈S

1

ns
χ(σs

2)

とおく。このとき次が成り立つ。

定理 4.31 (フロベニウス–シュアーの定理 [22, (7.5)]). 上記の仮定の下で以
下が成り立つ。

(1) ν2(χ) ∈ {−1, 0, 1} である。
(2) ν2(χ) = 0 であることと χ �= χ であることは同値である。
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(3) ν2(χ) = 1 であることと χ が実数体上の表現と同値であることは同値
である。

(4)
∑

χ∈Irr(S) ν2(χ)χ(1) = �{s ∈ S | s∗ = s} である。

群の場合と違い、
∑

χ∈Irr(S) ν2(χ)χが何を意味するのかは分かっていない。
係数体が複素数体でない場合については [29] を参照されたい。

問 4.32. I(S) = {s ∈ S | s∗ = s, s �= 1} とおき、|S| �= 1 と仮定する。この
とき

dimC Z(CS) = |Irr(S)| ≥ |I(S)|2
|S| − 1

+ 1

が成り立つことを証明せよ。([27, Theorem 4.11] を参考にせよ。)

4.5.3 バーンサイドの定理の拡張に対する反例

「有限群 G とその既約指標 χ について、χ(1) �= 1 ならば、ある g ∈ G が
存在して χ(g) = 0 である。」これがよく知られたバーンサイドの定理 [27,
Theorem 3.15] である。この定理のアソシエーション・スキームへの自然な
拡張は成り立たない。以下がその例である。

例 4.33. 関係行列

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8
1 0 1 4 4 5 5 2 2 4 4 3 3 5 5 7 7 8 8 6 6 8 8 6 6 7 7
1 1 0 4 4 5 5 4 4 2 2 5 5 3 3 8 8 7 7 8 8 6 6 7 7 6 6
2 4 4 0 2 7 7 1 4 1 4 6 8 6 8 5 8 5 8 3 7 3 7 5 6 5 6
2 4 4 2 0 7 7 4 1 4 1 8 6 8 6 8 5 8 5 7 3 7 3 6 5 6 5
3 5 5 8 8 0 3 6 7 7 6 5 1 1 5 4 7 7 4 6 4 4 6 2 8 8 2
3 5 5 8 8 3 0 7 6 6 7 1 5 5 1 7 4 4 7 4 6 6 4 8 2 2 8
4 2 4 1 4 6 8 0 2 1 4 7 7 8 6 3 7 5 6 5 8 5 6 5 8 3 7
4 2 4 4 1 8 6 2 0 4 1 7 7 6 8 7 3 6 5 8 5 6 5 8 5 7 3
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で定義されるアソシエーション・スキームの指標表は

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 mi

χ1 1 2 2 2 4 4 4 4 4 1
χ2 1 2 −1 2 −2 4 −2 −2 −2 2
χ3 1 2 2 −1 4 −2 −2 −2 −2 2
χ4 1 2 −1 −1 −2 −2 1 1 1 4
χ5 1 −1 −1 −1 1 1 −2 1 1 6
χ6 2 −2 1 1 −1 −1 2 −1 −1 6

であり χ6(1) = 2 であるが、指標の値はすべて 0 ではない。

4.5.4 その他の話題

P - かつ Q-多項式スキームは応用上、特に重要とされていて、その分類は代
数的組合せ論の大きな問題の一つとなっている。この問題に対する有力な道
具と見られているのがタウィリガー代数である。その理論は難解で、このテ
キストの趣旨とはやや離れるので、ここではその定義のみを述べる。

(X,S) をアソシエーション・スキームとする。x ∈ X を一つ固定する。
s ∈ S に対して Xs = {y ∈ X | (x, y) ∈ s} とおけばX の分割 X =

⋃
s∈S Xs

を得る。X で添字付けられた nS 次対角行列Esを、y ∈ Xsのとき (Es)yy = 1、
そうでないとき (Es)yy = 0 として定める。{σs | s ∈ S} と {Es | s ∈ S} で
生成される MnS

(C) の部分代数を (X,S) の x ∈ X に関するタウィリガー
代数 (Terwilliger algebra) という。タウィリガー代数も隣接代数と同様に半
単純であるが、一般にその表現の様子を調べることは難しい。詳しくは [37],
[38], [39] などを参照して欲しい。また、ここに述べた定義よりも一般的な定
義も考えられ研究されている。
タウィリガー代数は隣接代数よりも多くの情報を含んでいるが、それとは

逆に隣接代数の代数的な面のみに注目して一般化された代数も多く研究され
ている。その一つはテーブル代数 (table algebra) である。テーブル代数につ
いては [2]を見て頂きたい。また別の視点からの一般化に群的代数 (group-like
algebra) [13] がある。
アソシエーション・スキームは homogeneous coherent configuration と

も呼ばれるということは先に述べたが、単なる coherent configurationと
いうものもある [22], [23]。これはその名前の通りアソシエーション・スキー
ムを含む広い概念であり、アソシエーション・スキームに対して成り立つ多
くのことが coherent configuration に対しても成り立つことが知られている。
また coherent algebra という代数も定義されている [24]。





Chapter 5

モジュラー表現とその応用

正標数の体、またはある種の整数環上の隣接代数の表現をモジュラー表現
(modular representation) という。有限群の場合と同じ様に、正標数の体を
考えるだけでなく、標数 0 体上の表現と正標数の体上の表現の関係を考える
ことも重要になる。このために p-モジュラー系と呼ばれるものを用いるが、
基本的な内容は有限群の場合と同じなので詳しくは書かない。[33] などを参
照して頂きたい。

5.1 基本事項

p を素数とする。R を完備離散付値環 (complete discrete valuation ring) と
し、その商体 K の標数は 0 であるとする。R の極大イデアルを (π) とし、
剰余体 F = R/(π) の標数は p とする。このとき (K,R, F ) を p-モジュラー
系 (p-modular system) という。K の付値 (valuation) νp は νp(p) = 1 を満た
すものとする。また自然な準同型 R → R/(π) = F による a ∈ R の像を a∗

と書くことにする。p-モジュラー系 (K,R, F ) がアソシエーション・スキー
ム (X,S) に対して十分に大きいとは、K, F が十分に大きく、閉部分集合や
剰余スキームなどの考える隣接代数すべての分解体であるものとする。
隣接代数についてはK(RS) = KS, RS/πRS ∼= FS となる。
K の素体は Q であるとし、Q の K における代数閉包を K0 とする。K0

の C への適当な埋め込みを固定して考える。このとき (絶対) 既約指標の値
はすべて K0 に含まれるので Irr(CS) と Irr(KS) を同一視することが出来
る。このようにして、これまでの C 上の指標理論はすべて K 上でも成り
立つ。

T : RS →Mn(R)をアソシエーション・スキーム (X,S)の R 上の表現と

71
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する。T は自然に K 上の表現を引き起こす。これを TK と書くことにする。
また T は自然な準同型によって F 上の表現も引き起こす。これを TF と書
く。R-自由な RS-加群についても、同様に KS-加群、FS-加群が定まる。

U : KS → Mn(K) を (X,S) の K 上の表現とする。このとき、任意の
s ∈ S に対して P−1U(σg)P ∈ Mn(R) となるような P ∈ GLn(K) が存在す
る。この表現を UP と書く。UP は R 上の表現と見ることが出来る。加群の
言葉で言えば以下のようになる。V を右 KS-加群とする。このとき V の R-
自由な R-部分加群 W で dimK V = rankRW かつKW = V となるものが
存在する。この W を V の R-形式 (R-form) という。KS-加群から R-形式
を通して FS-加群が得られる。一般に、この FS-加群は R-形式の選び方に
依存し、同型を除いても一意的ではない。しかし以下が成り立つ。

命題 5.1 ([33, Theorem 2.1.9]). KS-加群から R-形式を通して FS-加群を作
るとき、その FS-加群の組成因子は一意的に決まる。

モジュラー表現において、隣接代数のべき等元は重要な役割をもつ。

定理 5.2 ([33, Theorem 1.4.1]). A を環とし e を A のべき等元とする。e =
e1 + · · · + en をべき等元分解とすれば、右イデアルの直和分解

eA = e1A⊕ · · · ⊕ enA

が得られる。逆に右イデアルの直和として

eA = I1 ⊕ · · · ⊕ In

であれば、べき等元分解 e = e1 + · · · + en で Ii = eiA (1 ≤ i ≤ n) となるも
のが存在する。

定理 5.3 ([33, Theorem 1.4.2]). 環 A のべき等元 e について、以下の条件は
同値である。

(1) e は原始べき等元である。

(2) eA は右 A-加群として直既約である.

(3) 環 eAe の単位元は e のみである。

定理 5.4 ([33, Theorem 1.4.3]). e, f は環 A のべき等元、V は右 A-加群と
する。このとき以下が成り立つ。

(1) アーベル群として HomA(eA, V ) ∼= V e である。特に HomA(eA, fA) ∼=
fAe である。
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(2) EndA(eA) は eAe と環として同型である。

定理 5.5 ([33, Theorem 1.4.4]). e, f は環 A のべき等元、V は右 A-加群と
する。このとき、右 A-加群として eA ∼= fA であることと、左 A-加群とし
て Ae ∼= Af であることは同値である。

環 A のジャコブソン根基 (Jacobson radical) を Rad(A) と書くことに
する。

定理 5.6 ([33, Theorem 1.4.5]). A を環とし I は Rad(A) に含まれる A の
イデアルとする。A = A/I とし、a ∈ A の A への自然な準同型による像を
a と書く。また e, f は A のべき等元とする。このとき、eA ∼= fA であるこ
とと eA ∼= fA であることは同値である。

定理 5.7 ([33, Theorem 1.4.6]). 可換環 A の原始べき等元分解は一意的であ
る。特に、可換環の任意のべき等元は中心的原始べき等元の和として、一意
的に表される。

環 Aの中心的べき等元分解は、Aの中心 Z(A)のべき等元分解に等しい。
1 = e1 + · · · + en を A における中心的べき等元分解とすれば、両側 (A,A)-
加群として

A = e1A⊕ · · · ⊕ enA

なる分解が得られ、しかも各 eiA は両側 (A,A)-加群として直既約である。
この直既約因子を環 A のブロック (block) という。対応する中心的原始べき
等元をブロックべき等元 (block idempotent) という。

A を環とし I をそのイデアルとする。A = A/I とおく。A のべき等元 c
に対して、A のべき等元 e が存在して c = e となるとき、c は A のべき等元
に持ち上げ可能 (liftable) であるという。

定理 5.8 ([33, Theorem 1.4.9, Theorem 1.4.10]). A を環とし I をそのべき
零イデアルとする。このとき A の任意のべき等元は A のべき等元に持ち上
げ可能である。1 = c1 + · · ·+ cn を A におけるべき等元分解とすれば、A の
べき等元 ei (i = 1, · · · , n) が存在して、ci = ei, 1 = e1 + · · · + en となる。

環 A の原始べき等元 e, f について eA ∼= fA のとき、e と f は同値であ
るという。この定理より体上の有限次元代数については、原始べき等元の同
値類と既約加群の同型類は一対一に対応する。

p-モジュラー系 (K,R, F ) とべき等元を考える。A を R-有限生成な R-代
数とする。このとき A/πA は F -上有限次元の F -代数となる。
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定理 5.9 ([33, Theorem 1.14.1]). A を R-有限生成な R-代数とする。この
とき

(1) πA ⊂ Rad(A).

(2) ある自然数 n に対して Rad(A)n ⊂ πA.

定理 5.10 ([33, Theorem 1.14.2]). A を R-有限生成な R-代数とする。I を
Rad(A) に含まれるイデアルとし A = A/I とおく。このとき A の任意のべ
き等元は A のべき等元に持ち上げ可能である。1 = c1 + · · · + cn を A に
おけるべき等元分解とすれば、A のべき等元 ei (i = 1, · · · , n) が存在して、
ci = ei, 1 = e1 + · · · + en となる。

πA は一般にべき零ではないが、これによって A/πA のべき等元は A に
持ち上げ可能である。また中心的べき等元については以下が成り立つ。

定理 5.11 ([9, Proposition 1.12]). A を R-有限生成な R-代数とする。この
とき A/πA の中心的べき等元は A の中心的べき等元に持ち上げ可能である。

これによって隣接代数について、RS のブロックと FS のブロックが自
然に対応することが分かる。RS のブロックを単に (X,S) のブロック、また
は p-ブロックという。ブロックの全体を Bl(S) と書く。B ∈ Bl(S) に対し
て、対応する FS のブロックを B∗ と書く。ブロック B に対応する中心的
原始べき等元をブロックべき等元 (block idempotent) といい eB と書く。e∗B
は FS の中心的原始べき等元であり、これをブロックべき等元ということも
ある。
直既約右 FS-加群W に対して、唯一つのブロックBが存在してWe∗B �= 0

となる。このとき W はブロック B に属するという。ブロック B に属する
既約 FS-加群の全体を IRR(B∗) と書く。同様に既約右 KS-加群 V に対し
て、唯一つのブロック B が存在して V eB �= 0 となる。このとき V はブロッ
ク B に属するという。ブロック B に属する既約 KS-加群の全体を IRR(B)
と書き、その指標全体を Irr(B) と書く。特に自明な表現 1S の属するブロッ
クを主ブロック (principal block) といい B0(S) と書く。
ブロックべき等元は KS の中心的べき等元であるから、中心的原始べき

等元 eχ (χ ∈ Irr(S)) の和で書くことが出来る。定義から明らかなように

eB =
∑

χ∈Irr(B)

eχ

である。また eB が RS の中心的原始べき等元であることから、Irr(B) は∑
χ∈A eχ ∈ RS となる Irr(S) の部分集合 A のうち、極小のものである。



5.2. 分解行列とカルタン行列 75

5.2 分解行列とカルタン行列

(X,S)をアソシエーション・スキームとし、(K,R, F )は (X,S)に対して十分
大きい p-モジュラー系とする。この節では加群はすべて右加群とするが、左
加群についても同様である。V を既約 KS-加群、W を既約 FS-加群とする。
V から R-形式を通して FS-加群 V ∗ を作り、V ∗ における W の既約成分と
しての重複度を dVW と書く。dVW を分解定数 (decomposition number)と呼
ぶ。既約 KS-加群、既約 FS-加群の同型類の代表系を、それぞれ IRR(KS),
IRR(FS) と書くことにする。行、列がそれぞれ IRR(KS), IRR(FS) で添
字付けられた行列で、その (V,W )-成分が dVW であるものD = (dVW ) を
(X,S) の分解行列という。

FS = FS/RadFS とする。既約 FS-加群 W は既約 FS-加群と見るこ
とが出来る。よってある FS の原始べき等元 e が存在してW ∼= eFS であ
る。e を e の FS への持ち上げとする。このとき eFS は W の射影被覆で
eFS/Rad(FS)FS ∼= W である。eFS における既約 FS-加群 W ′ の既約成分
としての重複度を cWW ′ と書く。cWW ′ をカルタン不変数 (Cartan invariant)
と呼ぶ。行、列ともに IRR(FS) で添字付けられた行列で、その (W,W ′)-成
分が cWW ′ であるものC = (cWW ′) を (X,S) のカルタン行列という。

定理 5.12. 上記の記号の下で C = tDD である。特にカルタン行列 C は対
称行列である。

Proof. 上記のように W ∼= eWFS となる FS のべき等元 eW をとる。また
eW の RS への持ち上げを fW とし、これを KS の元と見る。

fWKS ∼=
⊕

V ∈IRR(KS)

aVWV

とする。V の R-形式を V R と書くことにして [33, Theorem 2.3.8] を使えば

aVW = dimK HomKS(fWKS, V ) = dimK V fW = rankRV
RfW

= dimF

(
V R/πV R

)
eW = dimF HomFS(eWFS, V

R/πV R) = dVW

である。二つの加群 A, B について、その既約成分が等しいことを A ↔ B
と書くことにすれば

eWFS ↔
⊕

V ∈IRR(KS)

dVWV
R/πV R ↔

⊕
V ∈IRR(KS)

⊕
W ′∈IRR(FS)

dVWdVW ′W ′

となり、結果を得る。
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有限群の群代数は対称代数であり、一般の代数と比べてとても良い性質
を多くもっている。隣接代数は一般に対称代数ではないが、この定理によっ
てそのカルタン行列は対称行列となり、その構造には強い制限が与えられる。
例えば遺伝的代数は、半単純であるときを除いて、そのカルタン行列が対称
行列とはならないので、隣接代数のブロックには現れない。
有限群の群代数のカルタン行列は常に正則で、その単因子には p のべき

だけが現れる。アソシエーション・スキームに関してはカルタン行列は必ず
しも正則ではない。またその単因子は p のべきとは限らず、その様子は分
かっていない。

5.3 判別式とフレーム数

O を単項イデアル整域とする。O-自由 O-有限生成 O-代数 A を考える。A
の O-基底を {a1, · · · , an} とする。また V を O-自由 O-有限生成 A-加群と
する。このとき V から行列表現 T : A → Md(O) が得られる。T の指標を
χT と書くことにする。A の基底 {a1, · · · , an} と加群 V に関する (あるいは
表現 T に関する) 判別式 (discriminant) を

DV,{a1,··· ,an}(A) = det(χT (aiaj))

で定める。
{b1, · · · , bn}を別の基底とし、基底の変換行列を P とすれば、容易に分か

るように (detP )2DV,{a1,··· ,an}(A) = DV,{b1,··· ,bn}(A) が成り立つ。特に O = Z
ならば、判別式の値は基底のとり方に依存しない。また任意の係数環上で、
判別式の値が 0 であるかどうかは基底のとり方に依らない。

例 5.13. k を有限次代数体とし Ok をその整数環とする。Ok の Z-代数とし
ての判別式は代数体の判別式に等しい。

定理 5.14 ([14, Theorem 6.3.4]). 体 k 上有限次元代数 A について、A が分
離的であることと、0でない判別式をもつ加群が存在することは同値である。

問 5.15. A を体 k 上分解型半単純代数とする。すなわち A ∼= ⊕r
�=1Mdi

(k)
である。このとき V =

⊕
W∈IRR(A)W とすれば、任意の基底について V に

関する判別式の値は 0 ではない。これを証明せよ。

アソシエーション・スキーム (X,S) の隣接代数 CS の基底 {σs | s ∈ S}
と標準加群 CX に関する判別式を計算する。標準表現のトレース、すなわち
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標準指標 γS について γS(σs) = δ1snS である。γS(σsσt) = δst∗nsnS である。
よって

DCX,{σs}(CS) = εnS
|S| ∏

s∈S
ns, ε ∈ {−1, 1}

である。
直和分解CS ∼= ⊕r

�=1Md�
(C) を考え、簡単のためこれを同一視する。直

和因子 Md�
(C) の行列単位を e

(�)
ij と書くことにすれば {e(�)ij | 1 ≤ i, j ≤

d�, 1 ≤ � ≤ r} は CS の基底である。直和因子 Md�
(C) を対角線上に並べた

行列は CS の表現となり、非同型な既約 CS-加群の直和に対応する。この加
群を V とする。基底 {e(�)ij } と V に関する判別式を計算する。Mdm(C) に
対応する既約指標を χm とすれば、V に対応する指標は

∑r
m=1 χm なので∑r

m=1 χm(e
(�)
ij e

(�′)
i′j′ ) = δij′δi′jδ��′ であり、よって

D
V,{e(�)ij }(CS) ∈ {−1, 1}

となる。(問 5.15 参照。)

次に基底 {e(�)ij } と標準加群に関する判別式を計算する。標準加群に対応
する指標は γS =

∑
χ∈Irr(S)mχχ なので、

γS(e
(�)
ij e

(�′)
i′j′ ) = δij′δi′jδ��′m�

である。したがって判別式は

D
CX,{e(�)ij }(CS) = ε

∏
χ∈Irr(S)

mχ
χ(1)2, ε ∈ {−1, 1}

となる。
基底 {σs}と {e(�)ij }の変換行列を P とする。DCX,{σs}(CS)とD

CX,{e(�)ij }(CS)

をくらべて

(detP )2 = nS
|S|

∏
s∈S ns∏

χ∈Irr(S)mχ
χ(1)2

である。以上を併せて

|DV,{σs}(CS)| = nS
|S|

∏
s∈S ns∏

χ∈Irr(S)mχ
χ(1)2

となる。これを (X,S) のフレーム数 (Frame number) といい F(S) と書く
ことにする。
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(K,R, F )を十分大きな p-モジュラー系とすると、上記の内容はKSについ
て成り立つ。V のR-形式を V Rと書くことにすると、明らかにDV R,{σs}(RS) =
DV,{σs}(KS) であるから、F(S) ∈ R である。これが任意の素数 p について
成り立つので F(S) は代数的整数である [33, Theorem 1.13.12]。また F(S)
は有理数であるから、それは有理整数となる。

定理 5.16. フレーム数 F(S) は有理整数である。

nS
−2F(S) をフレーム商 (Frame quotient) という。更に強く以下が成り

立つ。

定理 5.17 ([21]). フレーム商 nS
−2F(S) は有理整数である。

Proof. ZS の Z-基底として {σS} ∪ {σs | s �= 1} を考える。フレーム数を
定義するための加群 V の指標は ρ =

∑
χ∈Irr(S) χ である。χ �= 1S に対し

て χ(σS) = 0 であるから ρ(σS) = 1S(σS) = nS である。ρ(σS2) = nS
2,

ρ(σSσs) = ρ(σsσS) = ρ(nsσS) = nsnS であるから、判別式を定義する行列式
の σS に対応する行と列は nS で割り切れる。他の成分はすべて代数的整数
なので、その行列式は nS

2 で割り切れる。

アソシエーション・スキーム (X,S) が可換であれば、フレーム数を定義
するための加群 V は正則加群に同型である。したがって、このとき任意の
係数環上でこの議論が成り立ち、特に次の結果を得る。

定理 5.18. (X,S) が可換であれば、フレーム数 F(S) は有理整数環 Z 上の
隣接代数ZS の正則加群に対する判別式の絶対値に等しい。

計算機などを用いて可換スキームのフレーム数を求めるには、以下の計
算を行う。正則表現の指標は σs 
→

∑
u∈S p

u
us で与えられる。よって σsσt の

値は
∑

u∈S
∑

v∈S p
u
stp

v
vu である。したがってフレーム数は

F(S) = det

(∑
u∈S

∑
v∈S

pustp
v
vu

)
st

となる。

未解決問題 5.19. 非可換スキームに対して、その指標の様子を調べることな
しにフレーム数を計算する方法は得られていない。

可換スキームについては更に次の定理が成り立つ。
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定理 5.20 ([4, p.74]). (X,S) を可換スキームとする。A = (χ(σs)) をその指
標表とし、これを行列と見る。このとき F(S) = (detA)(detA) である。

Proof. N を行、列ともに S で添字付けられた対角行列で、その対角成分が
1/ns であるものとする。指標の直交関係より AN tA の (χ, ϕ)-成分は∑

s∈S

1

ns
χ(σs)ϕ(σs) = δχϕ

nS
mχ

である。よってこの行列の行列式を考えれば結果を得る。

5.4 半単純性判定定理

有限群の標数 p の体 F 上の群代数 FG が半単純になるためには p が |G| を
割らないことが必要十分である (マシュケの定理 [33, Theorem 3.1.12])。隣
接代数に対して同様の半単純性判定を考える。

(X,S) をアソシエーション・スキームとし、(K,R, F ) は十分大きな p-モ
ジュラー系とする。また νπ を νπ(π) = 1 なる K の付値とする。KS � a =∑

s∈S asσs に対して νπ(a) = min{νπ(as) | s ∈ S} とする。a, b ∈ KS に対し
て、明らかに

νπ(ab) ≥ νπ(a) + νπ(b), νπ(a+ b) ≥ min{νπ(a), νπ(b)}
である。

補題 5.21. 任意の χ ∈ Irr(S) に対して νπ(eχ) ≤ 0 である。FS が半単純な
らば νπ(eχ) = 0 である。

Proof. νπ(eχ) > 0 とすると νπ(eχ) < νπ(eχ
2) = νπ(eχ) で矛盾である。FS を

半単純とし νπ(eχ) = −� < 0 とする。νπ(π�eχ) = 0 である。I = π�eχRS と
おくと I∗ = I/πI �= 0 で I∗ はべき零となる。これは FS が半単純であるこ
とに反する。

定理 5.22. FS が半単純ならば IRR(KS) と IRR(FS) の間に自然な全単射
がある。

Proof. KS, FS 共に半単純なので、その既約加群は中心的原始べき等元に対
応する。補題 5.21 より {e∗χ | χ ∈ Irr(S)} は FS の互いに直交する中心的べ
き等元である。よって dimK Z(KS) ≥ dimF Z(FS) である。一方 FS の中
心的べき等元は RS に持ち上げ可能であるから dimK Z(KS) ≤ dimF Z(FS)
である。よって dimK Z(KS) = dimF Z(FS) であり、{e∗χ | χ ∈ Irr(S)} は
FS の中心的原始べき等元のすべてとなる。
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次の定理がこの節の主定理である。

定理 5.23. F を標数 p > 0 の体とする。このとき FS が半単純であること
と p がフレーム数 F(S) を割り切らないことは同値である。

Proof. F は十分大きいと仮定して良い。p がフレーム数 F(S) を割り切ら
ないならば定理 5.14 より FS は半単純である。FS が半単純であると仮
定する。V =

⊕
W∈IRR(KS)W とおき、V の R-形式を通して得られる FS-

加群を V ∗ と書くことにする。このとき FS の半単純性と定理 5.22 より
V ∗ ∼= ⊕

U∈IRR(FS) U としてよい。このとき、問 5.15より0 �= DV ∗,{σs}(FS) =

DV,{σs}(KS)∗ = F(S)∗ である。

一般にフレーム数を計算することは簡単ではないので定理 5.23 によって
半単純性を判定することは難しい。以下のような場合には簡単にその判定を
行うことが出来る。

命題 5.24. (X,S) をアソシエーション・スキーム、F を標数 p > 0 の体と
する。

(1) p | nS ならば FS は半単純ではない。

(2) p � nS であり、任意の s ∈ S に対して p � ns であるならば FS は半単
純である。

Proof. p | nS とすると FσS がべき零イデアルとなり、FS は半単純ではな
い。p � nS, p � ns (s ∈ S) ならばフレーム数が p で割り切れず、FS は半単
純である。

未解決問題 5.25. 細スキーム、すなわち有限群のフレーム数は群の位数より
もかなり大きくなる。定理 5.23 におけるフレーム数と同じ役割を持ち、有
限群に対してはその位数を与えるような、よりよい不変量を考察せよ。

定理 5.26. (X,S) をアソシエーション・スキーム、p を素数、F を標数 p の
体とする。また νp は νp(p) = 1 である付値である。このとき、非負有理整
数 � に対して ∑

νp(mχ)≥�
χ(1)2 ≤ �{s ∈ S | νp(nSns) ≥ �}

が成り立つ。また、任意の �に対してこの不等式の等号が成立することとFS
が半単純であることは同値である。
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Proof. (K,R, F ) を十分大きい p-モジュラー系とする。補題 2.11 の記号を
用いる。

M = (δ(χ,ρ,τ),(ϕ,µ,ξ)mχ)(χ,ρ,τ),(ϕ,µ,ξ), N = (δtsnSns)t,s,
∆ = (αχρτ (σs))(χ,ρ,τ),s, ∆∗ = (αχτρ(σs∗))(χ,ρ,τ),s

とおく。M において mχ は χ(1)2 回繰り返し現れることに注意しておく。
KS の既約表現をその R-形式に対応するものにとれば、これらの行列はす
べて R の元を成分に持つとしてよい。補題 2.11 の証明中の A, B はそれぞ
れA = ∆, B = M∆∗N−1 と書けるので、tAB = I は

N = t∆M∆∗

と書き直せる。デデキント整域上の単因子論 (例えば [7, §22]) より N の i-
番目の単因子は M の i-番目の単因子で割り切れ、よって一つ目の主張が成
り立つ。

νp(nS) > 0 ならば FS は半単純ではない。またこのとき �{s ∈ S |
νp(nSns) ≥ 1} = |S| であるがm1S

= 1 なので � = 1 に対して等号は成
立しない。

νp(nS) = 0 とする。このとき、示された不等式とフレーム数の整数性か
ら、FS が半単純であることと、任意の � に対して等号が成立することが同
値であることは明らかであろう。

5.5 標準加群

この節では正標数の体上の標準加群を考える。(K,R, F ) を十分に大きい p-
モジュラー系とする。

定理 5.27. (X,S) をアソシエーション・スキームとし nS = pam, p � m とす
る。また e∗ を FS のべき等元とする。このとき pa | dimF FXe

∗ が成り立
つ。もし e∗ が原始べき等元であるならば dimF FXe

∗ は、標準加群 FX に
おける既約 FS-加群 e∗FS/e∗Rad(FS) の既約成分としての重複度に等しい。

Proof. e を e∗ の RG への持ち上げとする。このとき

dimF FXe
∗ = rankRRXe = rankRΓS(e) = γS(e)

である。ただし、ここで ΓS, γS はそれぞれ標準表現、標準指標を表す。e =∑
s∈S asσs とすると as ∈ R であり γS(e) = a1nS である。よって R � a1 =

dimF FXe
∗/nS となり pa | dimF FXe

∗ が成り立つ。
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e∗ が原始的ならば FXe∗ ∼= HomFS(e
∗FS, FX) であるから、e∗ が原始的

ならば、これは e∗ に対応する既約 FS-加群の FX における既約因子として
の重複度となり後半の主張が成り立つ。([33, Theorem 2.3.8] 参照。)

次の二つの系はすぐに分かる。

系 5.28. nS が pa で割り切れるとする。このとき、任意の既約右 FS-加群
V について、その標準加群 FX における既約成分としての重複度は pa で割
り切れる。

系 5.29. (X,S) をアソシエーション・スキームとし nS = pam, p � m とす
る。このとき |IRR(FS)| ≤ m である。特に nS が p-べきならば FS は局所
環である。

例 5.30. (X,S)を位数 pam (p � m)の有限アーベル群から得られる細スキー
ムとすると、FS は非同型な既約加群をちょうど m 個もつ。よってこの意味
で系 5.29 の評価 |IRR(FS)| ≤ m は最良である。

定理 5.27をブロックべき等元に適用し、指標の言葉で表せば以下を得る。

系 5.31. nS が pa で割り切れるとする。このとき B ∈ Bl(S) に対して

pa |
∑

χ∈Irr(B)

mχχ(1)

が成り立つ。

一般に二つの既約指標が同じブロックに属するかどうかを判定するのは
簡単なことではない。しかし可換スキームについては次のことが成り立つ。

定理 5.32. (X,S) を可換スキームとする。χϕ ∈ Irr(S) が同じブロックに属
するための必要十分条件は

χ(σs) ≡ ϕ(σs) (mod (π))

が、任意の s ∈ S に対して成り立つことである。

Proof. (X,S) が可換ならば FS は可換環である。可換環のブロックは局所
環であり、ただ一つの既約表現をもつ。したがって χ と ϕ が同じブロック
に属するための必要十分条件は χ∗ = ϕ∗ である。

一般に代数的に同型な二つのアソシエーション・スキームが同型である
か、非同型であるかを判定するのは難しい。
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未解決問題 5.33. 代数的に同型な二つのアソシエーション・スキームを区別
するための良い不変量を考えよ。

この問題に対して標準加群を利用する方法を簡単に解説する。複素数体
C 上の標準加群は、その指標表によって完全に決まるので、代数的に同型な
らばそれを区別することは出来ない。しかし正標数の体や整数環上では区別
できる可能性がある。実際 [6], [36] では、隣接代数 FS のある元の行列とし
てのランクを調べることによって代数的に同型なものを区別できる例を示し
ている。また [20] では、上記の結果は標準加群の構造を調べることによって
得られることを指摘し、ランクでは区別できないが加群の構造によって区別
できるような例を与えている。また有理整数環、あるいは適当な整数環上で
行列の単因子を調べれば、それはランクよりも多くの情報を含んでいる。実
際、ランクで区別されず単因子で区別される例も見付かっている。整数環上
での標準加群を考えればより良い情報が得られると思われるが、現在のとこ
ろ、そのような研究は行われていないようである。一般に整数環上での表現
論は難しい。

5.6 素数位数アソシエーション・スキーム

この節では素数位数アソシエーション・スキームの構造について述べる。ま
ず、その可換性を示し、続いて分解体が円分体にとれるという仮定の下でそ
の指標表を決定する。なお素数位数のシュアー的スキームはサイクロトミッ
クスキーム (例 1.14) に限ることが知られている ([5, Corollary 2.10.2] また
は [35, Theorem 7.3] を参照)。また現在知られている素数位数スキームはす
べてサイクロトミック・スキームに代数的に同型である。

pを素数とし (X,S)を nS = pであるアソシエーション・スキームとする。

補題 5.34. 任意の s ∈ S について、σs の標数 p の体上での固有値は ns に
等しい。

Proof. F を標数 p の体とする。F は十分大きいと仮定してよい。このとき
系 5.29 によって FS は局所環である。したがって FS の既約表現は自明な
表現のみである。よって固有値は F において ns に等しい。

補題 5.35. S の自明でない二つの既約指標は代数共役である。特にその重複
度は等しい。

Proof. F を標数 p の十分に大きい体とする。代数共役でない二つの自明で
ない既約指標 ϕ, ψ が存在したとする。ϕ のすべての代数共役の和を Φ と
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し、ψ のすべての代数共役の和を Ψ とする。Φ(σs) ∈ Z, Ψ(σs) ∈ Z が任意
の s ∈ S について成り立つ。補題 5.34 より σs の F 上での固有値は ns に
等しいので、ある us, vs ∈ Z が存在して

Φ(σs) = Φ(1)ns − usp, Ψ(σs) = Ψ(1)ns − vsp

となる。直交関係 (定理 2.12) によって

0 =
∑
s∈S

1

ns
1S(σs∗)Φ(σs) =

∑
s∈S

Φ(σs)

=
∑
s∈S

(Φ(1)ns − usp) = p

(
Φ(1) −

∑
s∈S

us

)
.

である。Ψ についても同様の式が成り立ち以下の式が成り立つ。∑
s∈S

us = Φ(1),
∑
s∈S

vs = Ψ(1)

再び直交関係を考えれば

0 =
∑
s∈S

1

ns
Φ(σs∗)Ψ(σs) =

∑
s∈S

1

ns
(Φ(1)ns∗ − us∗p)(Ψ(1)ns − vsp)

=
∑
s∈S

Φ(1)Ψ(1)ns −
∑
s∈S

Φ(1)vsp−
∑
s∈S

Ψ(1)us∗p+
∑
s∈S

1

ns
us∗vsp

2

= pΦ(1)Ψ(1) − pΦ(1)Ψ(1) − pΦ(1)Ψ(1) +
∑
s∈S

1

ns
us∗vsp

2

= −pΦ(1)Ψ(1) +
∑
s∈S

1

ns
us∗vsp

2

となり

Φ(1)Ψ(1) =
∑
s∈S

1

ns
us∗vsp

である。1 ≤ Φ(1) < p, 1 ≤ Ψ(1) < p, 1 ≤ ns < p であるから、この式の左
辺は p と素で、右辺は p の倍数となる。これは矛盾であるからすべての自明
でない既約指標は代数共役である。

次の補題は素数位数スキームでなくても成り立つ。
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補題 5.36 ([4, Theorem II.4.3]). S の自明でないすべての既約指標の重複度
が等しいならば、S は可換で、自明でないすべての関係の分岐指数 ns は等
しい。

Proof. 任意の 1S �= χ ∈ Irr(S) に対して mχ = m とする。一般に nS =∑
χ∈Irr(S)mχχ(1) であるから、nS = 1 + m

∑
χ �=1S

χ(1) である。よって nS
は m と互いに素である。また

∑
χ �=1S

χ(1) ≤ ∑
χ �=1S

χ(1)2 = |S| − 1 であ
り、この不等式で等式が成り立つことと、任意の χ ∈ Irr(S) \ {1S} について
χ(1) = 1 となること、すなわち S が可換であることは同値である。
フレーム数は

F(S) = nS
|S|

∏
s∈S ns∏

χ∈Irr(S)mχ
χ(1)2

= nS
|S|

∏
s�=1 ns∏

χ �=1S
mχ(1)2

∈ Z

であるが nS1 は m と素だから∏
s�=1 ns∏

χ �=1S
mχ(1)2

=

∏
s�=1 ns

m|S|−1
∈ Z

となる。特に
∏

s�=1 ns ≥ m|S|−1 である。相加平均、相乗平均の関係から

(∏
s�=1

ns

) 1
|S|−1

≤
∑

s�=1 ns

|S| − 1
≤

∑
s�=1 ns∑

χ �=1S
χ(1)

=
nS − 1∑
χ �=1S

χ(1)
= m

である。よって
∏

s�=1 ns ≤ m|S|−1 となる。以上より
∏

s�=1 ns = m|S|−1 であ
り、特に

∑
χ �=1S

χ(1) = |S| − 1 より S は可換であり、また ns = m が任意
の s �= 1 について成り立つ。

以上の補題を併せて以下の結果を得る。

定理 5.37 ([19, Theorem 3.3]). (X,S) を nS = p なるアソシエーション・ス
キームとする。このとき (X,S) は可換である。更に (X,S) の自明でない関
係の分岐指数と自明でない既約指標の重複度はすべて一定の値となる。また
自明でない既約指標はすべて代数的に共役である。

素数位数アソシエーション・スキームの指標表は決定されていないが、そ
の分解体が円分体にとれるという仮定の下では指標表が決定される。以下で
これを示す。
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|S| = d + 1, k = (p − 1)/d とおく。S の自明でない関係の分岐指数、自
明でない既約指標の重複度はいずれも k である。したがってフレーム数は
F(S) = pd+1 である。

QS の環としての直和分解を考えると、自明でない指標がすべて代数共役
であることと、その可換性から

QS ∼= Q ⊕K

となる。ここで K は d 次代数体である。よって K の C への埋め込みが存
在する。これを一つ固定する。QS から K への射影を、更に C に埋め込め
ば、これは代数準同型となり、S の自明でない既約指標となる。この既約指
標を χ とする。任意の s ∈ S について χ(σs) ∈ K である。更に次が成り
立つ。

補題 5.38. {χ(σs) | 1 �= s ∈ S} は Q 上一次独立である。よって χ(QS) = K
が成り立つ。

Proof. S は可換である。その指標表は行列と見ると正則で、直交関係によっ
てその行列式は

0 �=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1
... A
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0
... A
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
である。よって Aの部分も正則行列となる。Aの第一行が {χ(σs) | 1 �= s ∈ S}
を並べたものであり、これが一次従属であるならば、自明でない既約指標が
代数共役であることによりA の列ベクトルが一次従属になってしまう。よっ
て {χ(σs) | 1 �= s ∈ S} は一次独立である。

OK で K の整数環を表すものとする。直和分解 QS ∼= Q ⊕K について
ZS は Z⊕OK に埋め込まれる。Z⊕OK を Z-代数と見て、その正則表現の
判別式を考えれば、それは K の判別式に等しい。一方で定理 5.18 より ZS
の判別式は F(S) = pd+1 である。よって K の判別式は p のべきである。
ここで K がアーベル体であると仮定する。このとき K はある円分体に

含まれ [34, Theorem 6.18]、その導手は p-べきである [34, Proposition 8.1]。
ここで K の Q 上の次元 d は p− 1 の約数であるから、K は p-分体 Q(ζp)
の d 次の部分体として一意的に定まる。ただし ζp は 1 の原始 p-乗根の一つ
とする。
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α = TrQ(ζp)/K(ζp) とし τ を巡回群 Gal(K/Q) の生成元とする。このとき
{ατ i | i = 0, 1, · · · , d− 1} は OK の整数基となる。
ここでサイクロトミック・スキーム Cyc(p, d) (例 1.14) の指標表を証明

なしに記す。

補題 5.39. サイクロトミック・スキーム Cyc(p, d) の指標表は以下の通りで
ある。

1 1 k k · · · k 1

ϕ 1 α ατ · · · ατ
d−1

k

ϕτ 1 ατ ατ
2 · · · α k

... · · · · · · · · · ...

ϕτ
d−1

1 ατ
d−1

α · · · ατ
d−2

k

問 5.40. 補題 5.39 を確認せよ。

Cyc(p, d) の指標の直交関係により、以下が成り立つ。

補題 5.41. 上記の記号の下で
∑d−1

i=0 α
τ i

= −1 であり、かつ

d−1∑
i=0

ατ
i

ατ
i+j

=

{
p− k, if j ≡ 0 (mod d),

0, otherwise

が成り立つ。

素数位数スキーム (X,S) の指標表を考えよう。自明でない既約指標がす
べて代数共役であることから指標表は

1 s1 s2 sd
1G 1 k k · · · k 1
χ 1 β1 β2 · · · βd k
χτ 1 β1

τ β2
τ · · · βd

τ k
... · · · · · · · · · ...

χτ
d−1

1 β1
τd−1

β2
τd−1 · · · βd

τd−1
k

と書くことが出来る。sj を一つ固定して考える。{ατ i | i = 0, 1, · · · , d − 1}
が整数基であることと βj が K の整数であることから

βj =

d−1∑
�=0

b�α
τ�



88 CHAPTER 5. モジュラー表現とその応用

となる b� ∈ Z が存在する。可換スキームの第二直交関係を 1 と sj に適用す
ることにより

0 = k

(
1 +

d−1∑
i=0

βτ
i

j

)
= k

(
1 +

d−1∑
i=0

d−1∑
�=0

b�α
τ i+�

)
= k

(
1 −

d−1∑
�=0

b�

)

である。よって
∑d−1

�=0 b� = 1 である。また第二直交関係を sj とそれ自身に
適用して

pk = k

(
k +

d−1∑
i=0

βτ
i

j βj
τ i

)
= k

(
k +

d−1∑
i=0

d−1∑
�=0

d−1∑
m=0

b�bmα
τ i+�

ατ
i+m

)

= k

(
k + (p− k)

d−1∑
�=0

b�
2

)

である。よって
∑d−1

�=0 b�
2 = 1 となる。以上より、唯一つの � について b� = 1

であり、他は 0 となる。
可換スキームの指標表が正則行列であることから、指標表は等しい列を

もたない。よって適当に列を並べ替えれば (X,S) の指標表は Cyc(p, d) の指
標表に一致する。以下の定理が成り立つ。

定理 5.42 ([19, Theorem 5.3]). (X,S) を nS = p, |S| = d + 1 であるアソ
シエーション・スキームとする。任意の χ ∈ Irr(S) と任意の s ∈ S に対し
て χ(σs) がある円分体に含まれると仮定する。このとき (X,S) の指標表は
Cyc(p, d) の指標表に等しい。すなわち (X,S) は Cyc(p, d) と代数的に同型
である。

未解決問題 5.43. [4, §2.7] で任意の可換スキームの指標の値が円分体に含ま
れるか、という問題があり、いまだに未解決である。この問題が肯定的に解
かれれば、素数位数アソシエーション・スキームの指標表はサイクロトミッ
ク・スキームと同じものに限ることになる。

注意. 可換スキームについて、クライン・パラメーターがすべて有理数であ
るならば、その指標の値は円分体に含まれることが知られている [32]。

未解決問題 5.44. 素数位数のシュアー的でないスキームはクラス 2 のとき
だけ、その存在が確認されている。クラス 3 以上のシュアー的でない素数位
数スキームが存在するかどうかは分かっていない。
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未解決問題 5.45. 定理 5.37 によって nS = p のときには (X,S) は可換であ
る。有限群 Gは |G| = p2 のときにも可換である。これを一般化して nS = p2

のときに (X,S) が可換になるか、という問題が考えられるが、これは未解
決である。(X,S) がシュアー的であるならば nS = p2 であるスキームは可換
になることが分かっている。

この問題に対する部分的な結果を以下に示そう。

命題 5.46. (X,S) を nS = p2 であるアソシエーション・スキームとする。細
剰余 Oθ(S) が S と異なるならば (X,S) は可換である。特に nOθ(S) = p な
らば |S| = |Oθ(S)| + p− 1 または |S| = p|Oθ(S)| である。
Proof. T = Oθ(S) とする。nT = 1 または nT = p である。nT = 1 ならば
(X,S) は細スキームであるから、それを有限群と見て可換である。nT = p
と仮定する。T は可換である。このとき S//T は位数 p の巡回群であり、定
理 4.27 が利用できる。S の任意の既約指標が 1 次であることを示す。また
S の既約指標 χ は、T のある既約指標 ϕ に対して χ ∈ Irr(S | ϕ) である。

Irr(S | 1T ) = Irr(S//T ) であり、したがって Irr(S | 1T ) に含まれる任意の
既約指標は 1 次である。

1T �= ϕ ∈ Irr(T ) とする。もし、ある χ ∈ Irr(S) があって χT = ϕ とな
るならば定理 4.27 によって Irr(S | ϕ) に含まれる任意の既約指標は 1 次で
ある。よって ϕ は S の指標に拡張できないと仮定する。このとき χ = ϕS

とおけば χ ∈ Irr(S | ϕ), χ(1) > 1 である。χT の既約因子はすべて異な
り、T の自明でない既約指標は高々 p − 1 個なので χ(1) < p である。また
χ(1) = |Supp(ϕS)| である。よって補題 4.24 により、任意の s ∈ S − T に対
して χ(σs) = 0 である。系 5.29 によって

0 = χ(σs) ≡ χ(1)ns (mod p)

であるから p | ns である。しかし nS//T = 1 であるから ns ≤ nTsT = p
であり、よって ns = p が任意の s ∈ S − T に対して成り立つ。このとき
|S| = |T | + p− 1 である。
一方で T の自明でない既約指標はすべて代数共役であるから上記の状況が

T の任意の自明でない既約指標について成り立つ。よって |S| =
∑

η∈Irr(S) η(1)2 =

p+ (|T | − 1)χ(1)2 である。|S| = |T | + p− 1 とあわせれば χ(1) = 1 でなけ
ればならず矛盾が生じる。以上より (X,S) は可換である。
これまでの議論で T の自明でない既約指標 ϕ は常に S に拡張されるこ

とが分かった。その拡張の一つを χ とする。χ(σs) �= 0 となる s ∈ S − T が
存在すれば、|Irr(S | ϕ)| = p であり、これが任意の既約指標 ϕ に対して成
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り立つので |S| = p|T | となる。χ(σs) �= 0 となる s ∈ S − T が存在しなけれ
ば、|Irr(S | ϕ)| = 1 であり、これが任意の自明でない既約指標に対して成り
立ち、自明な指標については |Irr(S | 1T )| = p なので |S| = |T | + p− 1 とな
る。

5.7 フロベニウス代数と対称代数

アソシエーション・スキームと有限群のモジュラー表現の大きな違いの一つ
は、群代数が対称代数であるのに対して隣接代数は一般にフロベニウス代数
にもならないことである。隣接代数がフロベニウス代数である場合には、群
代数と類似のある程度のことが成り立つことが期待される。ここでは隣接代
数がフロベニウス代数となるための条件を考える。
まずフロベニウス代数と対称代数の定義を述べる。k を体とし A を有限

次元 k-代数とする。A-加群は k-上有限次元であるものだけを考える。V を
右 A-加群とする。V̂ = Homk(V, k) とおく。V̂ は

(aµ)(v) = µ(va), a ∈ A, µ ∈ V̂ , v ∈ V

によって左 A-加群となる。V̂ を V の双対加群 (dual module) という。同様
に V が左 A-加群ならば V̂ は右 A-加群となる。また V が (A,A)-両側加群
であるならば

(aµb)(v) = µ(bva), a, b ∈ A, µ ∈ V̂ , v ∈ V

で V̂ も (A,A)-両側加群である。A 自身を右 A-加群と見たもの、すなわち
正則右 A-加群、を AA と書く。同様に AA, AAA は A を左 A-加群、(A,A)-
両側加群と見たものである。
右 A-加群として ÂA ∼= AA であるとき Aをフロベニウス代数 (Frobenius

algebra) という。また (A,A)-両側加群として ÂAA ∼= AAA となるときA を
対称代数 (symmetric algebra) という。

注意. フロベニウス代数の定義において、左右を逆にして ÂA ∼= AA という
条件を考えることも出来るが、これらは同値である。

k-双線型写像 ρ : A×A→ k が結合的 (associative)であるとは a, b, c ∈ A
に対して ρ(ab, c) = ρ(a, bc) が成り立つこととする。ρ が対称的 (symmetric)
であるとは a, b ∈ A に対して ρ(a, b) = ρ(b, a) が成り立つこととする。また
ρ が非退化 (nondegenerate) であるとは、任意の x ∈ A に対して ρ(a, x) = 0
ならば a = 0 であることとする。
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µ ∈ Â が対称的 (symmetric) であるとは a, b ∈ A に対して µ(ab) = µ(ba)
が成り立つこととする。また µ が正則 (regular) であるとは、任意の x ∈ A
に対して µ(ax) = 0 ならば a = 0 であることとする。
結合的な k-双線型写像 ρ : A× A → k に対して µ(a) = ρ(a, 1) で µ ∈ Â

を定める。このとき ρ が非退化ならば µ は正則であり、ρ が対称的ならば µ
も対称的である。
また µ ∈ Â に対して k-双線型写像 ρ : A × A → k を ρ(a, b) = µ(ab) で

定めれば ρ は結合的である。更に µ が正則ならば ρ は非退化であり、µ が
対称的ならば ρ も対称的である。

定理 5.47 ([33, Theorem 2.8.13]). k-代数 A について以下の条件は同値で
ある。

(1) A はフロベニウス代数である。

(2) 非退化かつ結合的な k-双線型写像 ρ : A× A→ k が存在する。

(3) 正則な µ ∈ Â が存在する。

定理 5.48 ([33, Theorem 2.8.14]). k-代数 A について以下の条件は同値で
ある。

(1) A は対称代数である。

(2) 非退化で対称的かつ結合的な k-双線型写像 ρ : A×A→ k が存在する。

(3) 正則かつ対称的な µ ∈ Â が存在する。

アソシエーション・スキーム (X,S) の隣接代数 kS を考える。s ∈ S に
対して τs ∈ k̂S を τs(σt) = δst で定めれば {τs | s ∈ S} は k̂S の基底となる。
k̂S への kS の作用は以下のようになる。

補題 5.49. τsσt =
∑

u∈S p
s
tuτu, σtτs =

∑
u∈S p

s
utτu.

Proof. 直接計算によって

(τsσt)(σu) = τs(σtσu) =
∑
v∈S

pvtuτs(σv) = pstu

となる。同様に (σtτs)(σu) = psut となり、結果を得る。
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µ =
∑

s∈S asτs (as ∈ k) とする。µ に対応する双線型写像を ρ とする。こ
のとき

ρ(σs, σt) = µ(σsσt) =
∑
u∈S

∑
v∈S

avp
u
stτv(σu) =

∑
u∈S

aup
u
st

である。よって ρ を表現する行列は
(∑

u∈S aup
u
st

)
st
である。µ が正則であ

ることとこの行列が正則行列であることは同値である。また µ が対称的であ
ることとこの行列が対称行列であることは同値である。したがって次が成り
立つ。

定理 5.50. 隣接代数 kS がフロベニウス代数であることと
(∑

u∈S aup
u
st

)
st
が

正則となる au ∈ k (u ∈ S) が存在することは同値である。また kS が対称代
数であることと

(∑
u∈S aup

u
st

)
st
が正則かつ対称となる au ∈ k (u ∈ S) が存

在することは同値である。

例 5.51. G を 5 次交代群 A5 とし P をそのシロー 2 部分群とする。G と P
で定義されるシュアー的スキーム (例 1.5) (X,S) を考える。このとき標数 2
の代数閉体 F 上の隣接代数 FS はフロベニウス代数であるが対称代数では
ない。

一般にこの判定条件は使いにくいため、特殊な場合を考える。そのために
少し準備をする。p を素数とし F を標数 p の体とする。FS において � ≥ 0
に対して

I� =
⊕
p�|ns

Fσs

とおく。νp は νp(p) = 1 なる Q の付値である。簡単のため、この節では

S� = {s ∈ S | νp(ns) = �}

とおくことにする。また分岐指数 ns の p′-部分を n′
s と書くことにする。す

なわち ns = n′
sp
νp(ns) である。

補題 5.52. I� は FS のイデアルである。

Proof. nup
u∗
st = nsp

s∗
tu である。したがって、もし νp(ns) ≥ � かつ νp(nu) < �

であるならば νp(p
u∗
st ) > 0、すなわち pu

∗
st ≡ 0 (mod p) が成り立つ。

補題 5.53. 任意の � ≥ 0に対して (FS, FS)-両側加群として Î�/I�+1
∼= I�/I�+1

が成り立つ。
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Proof. s ∈ S� に対して σs = σs + I�+1 と書くことにする。{σs | s ∈ S�}
は I�/I�+1 の基底である。s ∈ S� に対して τs ∈ Î�/I�+1 = HomF (I�/I�+1, F )

を τs(σt) = δst で定めれば {τs | s ∈ S�} は Î�/I�+1 の基底である。対応
σs 
→ n′

sτs∗ が両側加群としての同型を与えることを示す。νp(n
′
s) = 0 である

からベクトル空間としての同型であることは明らかである。よって FS の作
用を見る。
まず、任意の t ∈ S に対して

σsσt =
∑
u∈S�

pustσu

である。また (n′
sτs∗)σt =

∑
u∈S�

au(n
′
uτu∗) とすると

au =
1

n′
u

((n′
sτs∗)σt)(σu∗) =

n′
s

n′
u

τs∗(σtσu∗)

=
∑
v∈S�

n′
s

n′
u

pvtu∗τs∗(σv) =
n′
s

n′
u

ps
∗
tu∗ = pust

となる。左からの作用も同様で、したがって両側加群としての同型を得る。

任意の s ∈ S について p � ns であるスキームを p′-分岐スキーム (p′-
valenced scheme) という。明らかに p′-分岐スキームであることはは I1 = 0
であることと同値である。

定理 5.54. FS/I1 は対称代数である。特に (X,S) が p′-分岐スキームである
ならば、その隣接代数 FS は対称代数である。

Proof. 補題 5.53より (FS, FS)-両側加群として F̂S/I1 ∼= FS/I1 である。こ
れは (FS/I1, FS/I1)-両側加群としての同型にもなる。

定理 5.55. ある正の自然数 � が存在して、任意の 1 �= s ∈ S に対して
νp(ns) = � であるとする。このとき FS は対称代数である。

Proof. 定理の仮定の下で (FS, FS)-両側加群として FS = FσS ⊕ I� である。
FσS ∼= FS/I1 なので補題 5.53 より (FS, FS)-両側加群として FσS ∼= F̂ σS
かつ I� ∼= Î� である。

この命題の仮定が p = 2 に対して成り立てば隣接代数は半単純になるこ
とが [1] で示されている。このとき更に (X,S) は対称スキームになる。しか
し p �= 2 の場合にはこの仮定の下でも半単純になるとは限らないし、可換ス
キームであるとも限らない。
更に特殊な状況を考えよう。
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命題 5.56. FS の主ブロック B0(S)∗ がフロベニウス代数かつ局所環である
とする。このとき dimF B0(S)∗ ≤ |S0| が成り立つ。
Proof. B0(S)∗ は局所環なので、唯一つの極大イデアルをもつ。また B0(S)∗

はフロベニウス代数なので唯一つの極小イデアルをもつ。FσS は主ブロック
に属する 1 次元のイデアルなので、これが極小イデアルである。明らかに
FσS ∩ I1 = 0 なので、埋め込み B0(S)∗ → FS は単射 B0(S)∗ → FS/I1 を引
き起こす。dimF FS/I1 = |S0| なので dimF B0(S)∗ ≤ |S0| となる。
系 5.57. FS が局所環であるとする。このとき以下の条件は同値である。

(1) S は p′-分岐スキームである。

(2) FS はフロベニウス代数である。

(3) FS は対称代数である。

Proof. 定理 5.54 より (1) =⇒ (3) =⇒ (2) は明らかである。(3) と仮定する。
このとき命題 5.56 が適用できて |S| = dimF FS = dimF B0(S)∗ ≤ |S0| とな
るから S = S0、すなわち (X,S) は p′-分岐スキームである。

一般に FS がいつ局所環になるかは分かっていないが、系 5.29 により
nS が p-べきならば FS は局所環となり、系 5.57 が適用できる。

例 5.58. G を有限群、H をその部分群で |G : H| が p-べきであるものとす
る。このとき G, H から定義されるシュアー的スキーム (X,S) の隣接代数
FS は、(X,S) の位数が p-べきであるから局所環である。(X,S) の分岐指数
は |H : H ∩Hg| (g ∈ G) で与えられる。よってこの仮定の下で FS が対称
代数 (フロベニウス代数) となるための必要十分条件は、任意の g ∈ G に対
して |H : H ∩Hg| が p で割り切れないことである。

例 5.59. G を有限群とし、(X,S) を G の群アソシエーション・スキームと
する。隣接代数 FS が局所環となるための必要十分条件は、群代数 FG の
p-ブロックが主ブロックのみであることである。例えば、ある正規 p-部分群
Q が存在して CG(Q) が p-群となるならばFG のブロックは主ブロックのみ
である [33, Exercise 5.2.10]。よってこのとき隣接代数は局所環となる。この
仮定の下で、いつ FS が対称代数となるかを決定する。

(X,S) の分岐指数は G の共役類の元数で |G : CG(g)| (g ∈ G) である。
もし g ∈ G が p-元でないとすると g �∈ CG(Q) であるから |G : CG(g)| は p-
で割り切れる。よってこのとき FS は対称代数ではない。G を非アーベル
p-群とすると、やはり長さが p で割り切れる共役類が存在する。したがって
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FS が対称代数となるためにはG はアーベル p-群でなければならない。逆
に G がアーベル p-群であるとき FS ∼= FG であるから隣接代数は対称代数
である。
特に p-群の群アソシエーション・スキームの隣接代数が対称代数となる

には、その群がアーベル群であることが必要十分である。

例 5.60. ハミング・スキーム H(n, q) の標数 p の体 F 上の隣接代数が対称
代数となるための必要十分条件は次のいずれかが成り立つことである。

(1) p � q である。(このとき隣接代数は半単純である。)

(2) p | q であり、n = ap� − 1, 1 ≤ a < p である。(このとき隣接代数は
H(n, p) の隣接代数と同型である。特にこれは局所環であり系 5.57 が
適用できる。)

(ハミング・スキームの隣接代数の構造は [40] で完全に決定されている。)

注意. 隣接代数がフロベニウス代数であるときには双対基底を用いて直交関
係が成り立つ。これについては、例えば [15] を参照して欲しい。





Chapter 6

アソシエーション・スキームの圏

ここでは表現論からは外れるが、アソシエーション・スキームの圏を定義し、
その基本的な性質を調べる。アソシエーション・スキームは有限群の拡張で
あり、(有限)群の圏があまり扱いやすい圏ではないので、アソシエーション・
スキームの圏もそれほど良い性質をもつとは期待できない。しかしその研究
が意味のないものであるとは思わない。
筆者も圏論については詳しいわけではないので、圏論における基本的な定

義なども記述する。圏についての一般論については [30] を参照して欲しい。

6.1 アソシエーション・スキームの圏の定義

圏 (category) C は次の構成要素をもつ。
(1) C の対象 (object) と呼ばれるものの領域 Ob(C).

(2) M,N ∈ Ob(C)に対して、射 (morphism)と呼ばれるものの集合 [M,N ]C.

(3) L,M,N ∈ Ob(C)に対して、合成 (composition)と呼ばれる写像 [L,M ]C×
[M,N ]C → [L,N ]C.

f ∈ [L,M ]C と g ∈ [M,N ]C に対して、合成による像を g ◦ f または gf と表
す。C が圏であるためには、以下の条件が成り立つこととする。

(i) (M,N) �= (M ′, N ′) のとき [M,N ]C ∩ [M ′, N ′]C = φ が成り立つ。

(ii) 任意の M ∈ Ob(C) に対して、IM ∈ [M,M ]C が存在して、任意の
f ∈ [L,M ]C と g ∈ [M,N ]C に対して IMf = f , gIM = g となる。
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(iii) f ∈ [L,M ]C, g ∈ [M,N ]C, h ∈ [N,P ]C に対して (hg)f = h(gf) が成り
立つ。

どの圏で考えているかが明らかであるときには、射 f ∈ [M,N ]C を f :
M → N とも書くことにする。

例 6.1 (集合の圏 S). 集合すべてを対象とし、射として写像を考えれば圏が
定義される。これを集合の圏 (category of sets) といい S と表す。
例 6.2 (基点つきの集合の圏 S). 空でない集合 X とその一要素 xの組 (X;x)
を対象とし、(X;x)から (Y ; y)への射としては、写像 f : X → Y で f(x) = y
なるもの、を考えれば、圏が定義される。これを基点つきの集合の圏 (category
of sets with base point) といい S0 と表す。

(X,S)をアソシエーション・スキームとする。x, x′ ∈ X に対して (x, x′) ∈ s
となる s ∈ S が唯一つ存在する。これを r(x, x′) と書くことにする。すなわ
ち r は X ×X から S への写像である。

(X,S) をアソシエーション・スキームとし x0 ∈ X を固定する。このと
き (X,S;x0) を基点つきのアソシエーション・スキーム (association scheme
with base point) という。この章では基点つきのアソシエーション・スキー
ムのみを考えるため、これを単にアソシエーション・スキームということに
する。
基点つきのアソシエーション・スキームの圏 (category of association schemes

with base point) AS0 を定義する。AS0 の対象は基点つきのアソシエーショ
ン・スキームである。射 f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0)は、写像 f : X∪S → Y ∪T
であって、以下の条件を満たすものである。

(1) f(X) ⊂ Y .

(2) f(S) ⊂ T .

(3) x, x′ ∈ X に対して f(r(x, x′)) = r(f(x), f(x′)) が成り立つ。

(4) f(x0) = y0.

これが圏の条件を満たすことはすぐに分かる。

注意. 対象として基点を考えないアソシエーション・スキームをとり、条件 (4)
を外しても圏が定義される。これをアソシエーション・スキームの圏 (category
of association schemes) といい AS と書く。この圏を考えることも意味があ
ると思うが、ここに述べる議論よりも複雑な議論が必要になる。
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AS0 に関係する基本的な関手を考える。
C, C ′ を一般の圏とする。M ∈ Ob(C) に T (M) ∈ Ob(C ′) を対応させ、

f ∈ [M,N ]C に T (f) ∈ [T (M), T (N)]C′ を対応させる T で以下の条件を満た
すものを共変関手 (covariant functor) という。

(1) 射 f, g について T (gf) = T (g)T (f) が成り立つ。

(2) 任意の M ∈ Ob(C) について T (IM) = IT (M) が成り立つ。

(1) の条件を T (gf) = T (f)T (g) で置き換えたものを反変関手 (contravariant
functor) という。
共変関手 P : AS0 → S0 と R : AS0 → S を以下のように定める。

(X,S;x0) ∈ Ob(AS0) に対して、P (X,S;x0) = (X;x0), R(X,S;x0) = S と
する。また、射 f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) に対して P (f), R(f) は単なる写
像の制限とする。この二つの関手は基本的ではあるが、以下の議論では重要
である。

6.2 射

C を一般の圏とする。f ∈ [M,N ]C が単型 (monomorphism) であるとは、
「g, h ∈ [L,M ]C に対して fg = fh ならば g = h」が成り立つこととする。
f ∈ [M,N ]C が全型 (epimorphism) であるとは、「g, h ∈ [M,N ]C に対して
gf = hf ならば g = h」が成り立つこととする。単型かつ全型であるものを
双型 (bimorphism) という。

例 6.3. 集合の圏 S においては単型は単射、全型は全射、双型は全単射で
ある。

問 6.4. f : L→M , g : M → N に対して以下を示せ。

(1) f, g が共に単型ならば gf も単型である。

(2) f, g が共に全型ならば gf も全型である。

(3) gf が単型ならば f は単型である。

(4) gf が全型ならば g は全型である。

(5) 任意の対象 M に対して IM は双型である。
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f : M → N がセクション (section) であるとは、g : N →M で gf = IM
なるものが存在することをいう。f : M → N がリトラクション (retraction)
であるとは、g : N → M で gf = IN なるものが存在することをいう。
f : M → N が同型 (isomorphism) であるとは、g : N → M で gf = IM か
つ fg = IN なるものが存在することをいう。セクションは単型、リトラク
ションは全型、同型は双型である。
対象 M と N に対して、同型 f : M → N が存在するとき、M と N は

同型であるという。同型であるという関係は Ob(C) の同値関係である。
M ∈ Ob(C)が C の始対象 (initial object)であるとは、任意の N ∈ Ob(C)

に対して [M,N ]C が唯一つの要素のみからなることをいう。逆にM ∈ Ob(C)
が C の終対象 (terminal object) であるとは、任意の N ∈ Ob(C) に対して
[N,M ]C が唯一つの要素のみからなることをいう。始対象、終対象は存在す
れば同型を除いて一意的に決まる。始対象、かつ終対象であるものを零対象
(zero object) という。零対象は通常 0 と書かれる。零対象を通る射を零射
(zero morphism) といい、これも 0 と書く。射 f : M → N が零対象を通る
とは、(一意的に存在する) g : M → 0 と h : 0 → N に対して f = hg となる
ことである。C が零対象をもてば、零射は任意の二つの対象の間に存在する。
例 6.5. 集合の圏 S において、空集合は始対象であり、一つの要素のみをも
つ集合が終対象である。したがって S には零対象は存在しない。基点つきの
集合の圏 S0 においては一つの要素のみをもつ集合が零対象である。

関手 T : C → C ′ が忠実 (faithful) であるとは、「f, f ′ ∈ [M,N ]C に対して
T (f) = T (f ′) ならば f = f ′」が成り立つことをいう。

命題 6.6. 関手 T : C → C ′ が忠実であるとする。f ∈ [M,N ]C に対して次が
成り立つ。

(1) T (f) が単型ならば f は単型である。

(2) T (f) が全型ならば f は全型である。

Proof. T (f) は単型であるとし fg = fh と仮定する。このとき T (f)T (g) =
T (f)T (h)で T (f)が単型なので T (g) = T (h)である。T は忠実なので g = h
となり、f は単型である。
全型についても同様である。

アソシエーション・スキームの圏 AS0 を考えよう。特に f , P (f), R(f)
がそれぞれ単型、全型、双型であることについて調べる。
定義により位数 1 のアソシエーション・スキーム ({x}, {1};x) はAS0 の

零対象である。f ∈ [(X,S;x0), (Y, T ; y0)]AS0 に対して f = 0 であることは、
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任意の x ∈ X に対して f(x) = y0 であることと同値である。またこのとき、
任意の s ∈ S に対して f(s) = 1 である。

注意. AS には零対象は存在しない。AS0 を考えるのはこのためである。

補題 6.7. 関手 P : AS0 → S0 は忠実である。特に P (f) が単型ならば f は
単型、P (f) が全型ならば f は全型である。

Proof. f, f ′ ∈ [(X,S;x0), (Y, T ; y0)]AS0 としP (f) = P (f ′)と仮定する。s ∈ S
に対して r(x, x′) = s となる x, x′ ∈ X が存在する。このとき

f(s) = f(r(x, x′)) = r(f(x), f(x′)) = r(f ′(x), f ′(x′)) = f ′(r(x, x′)) = f ′(s)

となり、これは f = f ′ を意味する。後半は命題 6.6 より分かる。

補題 6.8. (X,S;x0), (Y, T ; y0) ∈ Ob(AS0)とする。g ∈ [(X;x0), (Y ; y0)]S0 に
対して以下の条件は同値である。

(1) P (f) = g となる f ∈ [(X,S;x0), (Y, T ; y0)]AS0 が存在する。

(2) r(x1, x2) = r(x3, x4) を満たす任意の x1, x2, x3, x4 ∈ X に対して、
r(g(x1), g(x2)) = r(g(x3), g(x4)) が成り立つ。

この条件が成り立つとき (1) のような f は g によって一意的に定まる。

Proof. (1) を仮定すれば f(x) = g(x) であるから (2) は射の定義より成り
立つ。

(2) を仮定する。g′ : S → T を以下のように定める。s ∈ S に対して
r(x, x′) = sとなる x, x′ ∈ X が存在する。これに対して g′(s) = r(g(x), g(x′))
とする。(2) は g′ が矛盾なく定義できることを保証する。このとき、g と g′

は AS0 の射 f を定め、明らかに P (f) = g を満たす。f の一意性は補題 6.7
より明らかである。

次の補題は補題 6.8 により明らかである。

補題 6.9. クラス 1のアソシエーション・スキーム (X, {1, X×X−1};x0)と
任意のアソシエーション・スキーム (Y, T ; y0)を考える。このとき、S0 の任意
の単型 g : (Y ; y0) → (X;x0)に対して、P (f) = g となる単型 f : (Y, T ; y0) →
(X, {1, X ×X − 1};x0) が存在する。
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補題 6.10. クラス 1 のアソシエーション・スキーム (X, {1, X ×X − 1};x0)
と任意のアソシエーション・スキーム (Y, T ; y0)を考える。射 f : (X, {1, X×
X − 1};x0) → (Y, T ; y0) に対して P (f) が単型でなければ f = 0 である。特
に |X| > |Y | ならば [(X, {1, X ×X − 1};x0), (Y, T ; y0)]AS0 は零射のみから
なる。

Proof. P (f) が単型でないとする。このとき、ある x, x′ ∈ X で x �= x′

かつ f(x) = f(x′) なるものが存在する。f(X × X − 1) = f(r(x, x′)) =
r(f(x), f(x′)) = 1 であるから、f = 0 である。

補題 6.11. f ∈ [(X,S;x), (Y, T ; y)]AS0 に対して「f(s) = 1ならば s = 1」が
成り立つならば P (f) は単型である。特に R(f) が単型ならば P (f) と f は
単型である。

Proof. x, x′ ∈ X に対して f(x) = f(x′) と仮定する。このとき f(r(x, x′)) =
r(f(x), f(x′)) = f(1) = 1 なので仮定により r(x, x′) = 1、すなわち x = x′

である。よって P (f) は単型であり、補題 6.7 によって f も単型である。

注意. 一般に f が単型であっても R(f) が単型とは限らない。
クラス 1のアソシエーション・スキーム (X, {1, X×X−1};x0)と |Y | ≤ |X|

である任意のアソシエーション・スキーム (Y, T ; y0) を考える。このとき S0

における任意の単型 g : (Y ; y0) → (X;x0) はAS0 の単型 f : (Y, T ; y0) →
(X, {1, X ×X − 1};x0) を引き起こす。|T | > 2 であれば、R(f) は単型では
ない。

補題 6.12. f ∈ [(X,S;x), (Y, T ; y)]AS0 に対して、P (f) が全型ならば R(f)
も全型である。

Proof. P (f)が全型であるとする。t ∈ T に対して r(y, y′) = tとなる y, y′ ∈ Y
が存在する。また P (f) が全型なので f(x) = y, f(x′) = y′ となる x, x′ ∈ X
が存在する。このとき f(r(x, x′)) = r(f(x), f(x′)) = r(y, y′) = tとなり R(f)
は全型である。

注意. 一般に R(f) が全型であっても P (f) が全型とは限らない。
クラス 1のアソシエーション・スキーム (X, {1, X×X−1};x0)と (Y, {Y ×

Y − 1}; y0) を考え 2 ≤ |X| < |Y | とする。単型 g : (X;x0) → (Y ; y0) に対し
て、単型 f : (X, {1, X ×X − 1};x0) → (Y, {Y × Y − 1}; y0) が定義される。
この f について R(f) は全型であるが P (f) は全型ではない。

補題 6.13. AS0 の射 f が全型であれば P (f) も全型である。
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Proof. f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) とし、P (f) が全型でないとする。ある
y1 ∈ Y − f(X) が存在する。z を Y に含まれない形式的な元とし Z =
Y ∪ {z} とおく。更にクラス 1 のスキーム (Z, {1, Z ×Z − 1}; y0) を考える。
g1 : (Y, T ; y0) → (Z, {1, Z × Z − 1}; y0) を任意の y ∈ Y に対して g1(y) = y
で定める。また g2 : (Y, T ; y0) → (Z, {1, Z×Z− 1}; y0) を y ∈ Y −{y1} に対
して g2(y) = y, g2(y1) = z で定める。このとき g1 �= g2 であるが g1f = g2f
となるので f は全型ではない。

補題 6.7、補題 6.11、補題 6.12、補題 6.13 によって

R(f) : 単型 =⇒ P (f) : 単型 =⇒ f : 単型
R(f) : 全型 ⇐= P (f) : 全型 ⇐⇒ f : 全型

なる関係が得られた。実は f が単型であることと P (f) が単型であることは
同値になる。これは次の節で示す。

6.3 部分スキームと商スキーム

(X,S)をアソシエーション・スキームとし T をその閉部分集合とする。(X,S)
に基点 x0 ∈ X を定め、部分スキーム (X,S)x0T を考える。このアソシエー
ション・スキームの点集合は x0T であり、関係の集合は

{s ∩ (x0T × x0T ) | s ∈ S, s ∩ (x0T × x0T ) �= φ}
= {t ∩ (x0T × x0T ) | t ∈ T}

である。Y = x0T , U = {t ∩ (x0T × x0T ) | t ∈ T} とおき、部分スキームを
(Y, U ;x0) と書く。Y から X への自然な埋め込みと U から S への自然な写
像は射 (Y, U ;x0) → (X,S;x0)を定める。この射を部分スキーム (subscheme)
という。部分スキーム ι は単型であり、P (ι), R(ι) も単型である。
商スキーム (X,S)T の点集合は X/T = {xT | x ∈ X} であり、関係の集

合は S//T = {sT | s ∈ S} である。このときも X から X/T への自然な写
像と S から S//T への自然な写像は射 (X,S;x0) → (X/T, S//T ;x0T ) を定め
る。この射を商スキーム (quotient scheme) という。商スキーム π は全型で
あり、P (π), R(π) も全型である。
一般の圏 C において、単型の同値、全型の同値を定義する。N ∈ Ob(C)

と二つの単型 f : L→ N , g ∈M → N に対して、射 h : L→M , � : M → L
が存在して f� = g, gh = f となるとき、f と g は同値であるという。この
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とき h と � は同型である。
L

f

���
��

��
��

�

h
��

M g
��

�

��

N

N ∈ Ob(C) と二つの全型 f : N → L, g : N → M に対して、射 h : L →
M , � : M → L が存在して �f = g, hg = f となるとき、f と g は同値であ
るという。このとき h と � は同型である。

L

h
��

N

f
����������

g
��M

�

��

単型の同値類を部分対象 (subobject)といい、全型の同値類を商対象 (quo-
tient object) という。しかし、簡単のため、その代表を部分対象、商対象と
もいうことにする。部分スキーム、商スキームは正確には部分対象、商対象
の特別なものとして定義されるものである。

(X,S;x0)を基点つきのアソシエーション・スキームとする。A ⊂ X に対
して {r(a, a′) | a, a′ ∈ A ∪ {x0}} で生成される閉部分集合を T とする。この
とき、T で定まる部分スキームを A で生成される部分スキーム (subscheme
generated by A) という。また T による商スキームを A による商スキーム
(quotient scheme by A) という。
一般に A,B ⊂ X に対して {r(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} を r(A,B) と書くこ

とにする。以下の補題は定義より明らかである。

補題 6.14. x0 ∈ A ⊂ X に対して r(A,A)が閉部分集合になることとr(A,A)∩
r(A,X − A) = φ となることは同値である。

命題 6.15. x0 ∈ A ⊂ X とし ι : (Z,U ; z0) → (X,S;x0) を A で生成される
部分スキームとする。このとき次が成り立つ。

(1) 射 f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) について、f(a) = y0 が任意の a ∈ A に
ついて成り立つならば fι = 0 である。

(2) 射 g : (Y, T ; y0) → (X,S;x0) について g(Y ) ⊂ A ならば、g = ιh とな
る h : (Y, T ; y0) → (Z,U ; z0) が一意的に存在する。

(Z,U ; z0)
ι �� (X,S;x0)

(Y, T ; y0)

g

�������������
h

���
�
�
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Proof. (1) a, a′ ∈ A に対して f(r(a, a′)) = r(f(a), f(a′)) = r(y0, y0) = 1 で
ある。定義により ι(U) = 〈r(A,A)〉 であるから fι(U) = {1} である。任意
の z ∈ Z に対して fι(r(z, z0)) = 1 なので fι(z) = y0 となる。

(2) g(Y ) ⊂ A で ι が A で生成される部分スキームなので、h′ : (Y ; y0) →
(Z; z0)で P (g) = P (ι)h′ を満たすものは一意的に存在する。y1, y2, y3, y4 ∈ Y
に対して r(y1, y2) = r(y3, y4) と仮定する。このとき

ι(r(h′(y1), h
′(y2))) = r(ιh′(y1), ιh

′(y2)) = r(g(y1), g(y2))

= g(r(y1, y2)) = g(r(y3, y4)) = r(g(y3), g(y4))

= r(ιh′(y3), ιh
′(y3)) = ι(r(h′(y3), h

′(y4)))

が成り立つ。R(ι) も単型なので r(h′(y1), h
′(y2)) = r(h′(y3), h

′(y4)) である。
補題 6.8 により g = ιh となる h : (Y, T ; y0) → (Z,U ; z0) が存在する。また
h′ が一意的であることと P が忠実であることにより h は一意的である。

命題 6.16. x0 ∈ A ⊂ X とし π : (X,S;x0) → (Y, T ; y0)を Aによる商スキー
ムとする。このとき次が成り立つ。

(1) 射 f : (Z,U ; z0) → (X,S;x0) について、f(Z) ⊂ A ならば πf = 0 で
ある。

(2) 射 g : (X,S;x0) → (Z,U ; z0) について、任意の a ∈ A に対して g(a) =
z0 が成り立つならば、g = hπ となる h : (Y, T ; y0) → (Z,U ; z0) が一意
的に存在する。

(X,S;x0)
π ��

g
�������������

(Y, T ; y0)

h
���
�
�

(Z,U ; z0)

Proof. (1) f(Z) ⊂ A なので、商スキームの定義から πf(Z) ⊂ π(A) ⊂ {y0}
である。

(2)任意の a ∈ Aに対して g(a) = z0 であるから、任意の s ∈ 〈r(A,A)〉に
対して g(s) = 1である。したがって、任意の x ∈ X に対して g は x〈r(A,A)〉
上で一定の値をとる。よって h′ : (Y ; y0) → (Z; z0) で P (g) = h′P (π) なる
ものが一意的に存在する。y1, y2, y3, y4 ∈ Y に対して r(y1, y2) = r(y3, r4) と
仮定する。x1, x2, x3, x4 ∈ X で π(xi) = yi (i = 1, 2, 3, 4) なるものをとる。
r(x1, x2) = sとすると r(x3, x4) ∈ 〈r(A,A)〉s〈r(A,A)〉 なので、x′3, x′4 ∈ X で
π(x′3) = y3, π(x′4) = y4, r(x

′
3, x

′
4) = r(x1, x2) となるものが存在する。これを
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改めて x3, x4 とする。このとき

r(h′(y1), h
′(y2)) = r(h′π(x1), h

′π(x2)) = r(g(x1), g(x2))

= g(r(x1, x2)) = g(r(x3, x4)) = r(g(x3), g(x4))

= r(h′π(x3), h
′π(x4)) = r(h′(y3), h

′(y4))

である。補題 6.8 により g = hπ となる h : (Y, T ; y0) → (Z,U ; z0) が存在す
る。また h′ が一意的であることと P が忠実であることにより h は一意的で
ある。

補題 6.17. f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) とする。任意の y, y′ ∈ f(X) に対して
|f−1(y)| = |f−1(y′)| が成り立つ。特に |X| = �{x ∈ X | f(x) = y0}|f(X)| で
ある。

Proof. x, x′ ∈ X に対して f(x) = f(x′) であることと f(r(x, x′)) = 1 である
ことは同値である。したがって x ∈ X に対して

�{x′ ∈ X | f(x) = f(x′)} =
∑

s∈f−1(1)

ns

であり、この値は x ∈ X に依存しない。

ここで前節の残りの問題を示そう。

補題 6.18. AS0 の射 f が単型であれば P (f) も単型である。

Proof. f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) とし、P (f) が単型でないとする。ある
y ∈ Y に対して |f−1(y)| > 1 であるから、補題 6.17 より、|f−1(y0)| > 1 で
ある。よって、ある x ∈ X があって x �= x0 かつ f(x) = f(x0) = y0 となる。
ι : (Z,U ; z0) → (X,S;x0) を {x0, x} で生成される (X,S;x0) の部分スキー
ムとする。また g : (Z,U ; z0) → (X,S;x0) を零射とする。このとき ι �= g で
あるが fι = 0 = fg となり、f は単型ではない。

前節の結果とこの命題をあわせて以下の結果を得る。

定理 6.19. AS0 の射 f について、以下の関係が成り立つ。

R(f) : 単型 =⇒ P (f) : 単型 ⇐⇒ f : 単型
R(f) : 全型 ⇐= P (f) : 全型 ⇐⇒ f : 全型

AS0 における射 f が双射であることは P (f) が全単射であることと同値
になる。AS0 における双射を融合スキーム (fusion scheme) という。
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6.4 核と余核

C を一般の圏とする。f, f ′ ∈ [M,N ]C に対して、g ∈ [L,M ]C が

• fg = f ′g.

• 射 g′ ∈ [L′,M ]C が fg′ = f ′g′ を満たすとき、g′ = ghとなる h ∈ [L′, L]C
が一意的に存在する。

L′

h
���
�
�

g′

���
��

��
��

�

L g
��M

f ��

f ′
�� N

の 2 条件を満たすとき、g を f と f ′ の差核 (defference kernel) といい
Ker(f, f ′) と書く。

f, f ′ ∈ [M,N ]C に対して、g ∈ [N,P ]C が

• gf = gf ′.

• 射 g′ ∈ [N,P ′]C が g′f = g′f ′ を満たすとき、g′ = hgとなる h ∈ [P, P ′]C
が一意的に存在する。

M
f ��

f ′
�� N

g ��

g′ ���
��

��
��

L

h
���
�
�

L′

の 2 条件を満たすとき、g を f と f ′ の余差核 (defference cokernel) といい
Coker(f, f ′) と書く。
差核は単型であり、存在すれば単型の同値を除いて一意的である。また

余差核は全型であり、存在すれば全型の同値を除いて一意的である。
圏 C が零対象をもつとき、差核 Ker(f, 0)を f の核 (kernel)といい Ker(f)

と書く。また余差核 Coker(f, 0) を f の余核 (cokernel) といい Coker(f) と
書く。

定理 6.20. AS0 の任意の射 f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) は核をもち、それは
f−1(y0) で生成される部分スキームである。
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Proof. f−1(y0) で生成される部分スキームを ι : (Z,U ; z0) → (X,S;x0) とす
る。定義により fι = 0が成り立つ。また ιは ι(Z)で生成される部分スキーム
と一致していて、更に ι(Z) = {x ∈ X | f(x) = y0}である。ι′ : (Z ′, U ′; z′0) →
(X,S;x0) が fι′ = 0 を満たすとする。このとき ι′(Z ′) ⊂ ι(Z) となるので命
題 6.15 により、ι′ = ιh となる h : (Z ′, U ′; z′0) → (Z,U ; z0) が一意的に存在
する。

定理 6.21. AS0 の任意の射 f : (X,S;x0) → (Y, T ; y0) は余核をもち、それ
は f(X) による商スキームである。

Proof. f(X) による商スキームを π : (Y, T ; y0) → (Z,U ; z0) とする。定義に
より πf = 0 が成り立つ。π′ : (Y, T ; y0) → (Z ′, U ′; z′0) が π′f = 0 を満たすと
する。任意の y ∈ f(X) に対して π′(y) = z′0 が成り立つので、命題 6.16 に
より、π′ = hπ となる h : (Z,U ; z0) → (Z ′, U ′; z′0) が一意的に存在する。

基本的な射に対する核や余核について以下の命題が成り立つことは明ら
かである。

命題 6.22. (1) Ker((X,S;x0)
0−→ (Y, T ; y0)) = I(X,S;x0).

(2) Coker((X,S;x0)
0−→ (Y, T ; y0)) = I(Y,T ;y0).

(3) 部分スキーム ι に対して Ker(Coker(ι)) = ι.

(4) 商スキーム π に対して Coker(Ker(π)) = π.

以上のことから次の定理が成り立つ。

定理 6.23. AS0 の射 f が部分スキームであることと、ある射の核であるこ
とは同値である。AS0 の射 f が商スキームであることと、ある射の余核で
あることは同値である。

6.5 像

C を一般の圏とする。f : M → N に対して、単型 i : I → N が f の像
(image) であるとは、以下の 2 条件が成り立つことをいう。

• ig = f となる g : M → I が存在する。
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• 単型 j : J → N と h : M → J が存在して jh = f となるならば、
i = jk となる k : I → J が一意的に存在する。

M
f ��

g

���
��

��
��

�

h

���
��

��
��

��
��

��
��

N

I

i
		��������

k
���
�
�

J

j



														

像は、存在すれば、単型の同値を除いて一意的である。

定理 6.24. AS0 の任意の射は像をもつ。

Proof. f : M → N を AS0 の射とする。Ker(f) = g : L → M とし
Coker(g) = f ′ : M → I とする。fg = 0 であり f ′ = Coker(g) であるか
ら、f = if ′ となる i : I → N が一意的に存在する。i = Im(f) であることを
示す。

L
g ��M

f ��

f ′

���
��

��
��

�

f ′′

���
��

��
��

��
��

��
��

N

I

i
		�

�
�

�

h
���
�
�

J

j



														

単型 j : J → N と射 f ′′ : M → J に対して jf ′′ = f と仮定する。
0 = fg = jf ′′g であり j が単型なので f ′′g = 0 である。f ′ = Coker(g) なの
で、h : I → J で hf ′ = f ′′ なるものが一意的に存在する。

if ′ = f = jf ′′ = jhf ′ であり f ′ = Coker(g) は全型であるから i = jh が
成り立つ。
あとは i が単型であることを示せばよい。このために P (i) が単射である

ことをいえばよい。x, x′ ∈ P (I) に対して i(x) = i(x′) と仮定する。f ′ は全
型であるから y, y′ ∈ P (M) で f ′(y) = x, f ′(y′) = x′ となるものが存在する。
このとき

1 = r(i(x), i(x′)) = i(r(x, x′)) = if ′(r(y, y′)) = f(r(y, y′))

である。よって r(y, y′) ∈ g(L)であり f ′ = Coker(g)なので1 = f ′(r(y, y′)) =
r(f ′(y), f ′(y′)) = r(x, x′) である。したがって x = x′ であり P (i) は単射で
ある。
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次の命題は後で必要になる。

命題 6.25. 単型 f の像は f 自身である。

Proof. f : M → N が単型であるとするとKer(f) = (0 → M) である。よっ
て Coker(Ker(f)) = IM であり、Im(f) = f となる。

6.6 完全列

AS0 における射の列

· · · →Mi−1
fi−1−−→Mi

fi−→Mi+1
fi+1−−→Mi+2 → · · ·

を考える。この列がMi で完全 (exact)であるとは、Ker(fi) = Im(fi−1)が成
り立つこととする。すべての Mi で完全であるとき、この列を完全列 (exact
sequence) という。

定理 6.26. AS0 において以下のことが成り立つ。

(1) 0 →M
f−→ N が完全列であることと f が単型であることは同値である。

(2) M
f−→ N → 0 が完全列であることと f が商スキームであることは同値

である。

(3) 0 →M
f−→ N → 0 が完全列であることと f が同型であることは同値で

ある。

(4) 0 → L
f−→ M

g−→ N → 0 が完全列であることと f = Ker(g) かつ
g = Coker(f) であることは同値である。

Proof. (1) Im(0 →M) = (0 →M) であるから、0 →M
f−→ N が完全列にな

るための必要十分条件はKer(f) = (0 →M) であることである。またこれは
f が単型であることと同値である。

(2) Ker(N → 0) = IN である。よって、M
f−→ N → 0 が完全列になる

ための必要十分条件は Im(M
f−→ N) = IN となることである。更に、これは

f = Coker(Ker(f)) であること、すなわち f が商スキームであることと同値
である。

(3) 商スキーム、かつ単型は同型であることによる。
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(4) f = Ker(g) かつ g = Coker(f) のとき、f は単型なので、命題 6.25

より Ker(g) = f = Im(f) となり 0 → L
f−→M

g−→ N → 0 は完全列である。

0 → L
f−→M

g−→ N → 0 が完全列であるとする。L で完全であることから
f は単型、N で完全であることにより g は商スキームである。命題 6.25 に
より f = Im(f) であるから、f = Ker(g) である。このとき g が商スキーム
であることにより g = Coker(f) となる。
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