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はじめに

これは信州大学理学部数理・自然情報科学科の 2 年次後期の科目「群論」のテキストで
ある。講義はテキストをもっていなくても分かるように行うが、必要ならばこれを印刷
しておくとよいであろう。PC などに保存しておいて、講義などの際にそれを見ても構
わない。2 年次前期の科目「代数入門」で既に学んだ内容はあまり丁寧には扱わないの
で、必要ならば「代数入門」のテキストを参考にしてほしい。

普通の数、ベクトル、行列、多項式、など加法を考えることが出来るものはたくさん
ある。これらの計算に関する公式も色々と考えられるが、同じ加法に関する公式であっ
ても、考える “もの”が違えば証明も違うはずで、それぞれに対して証明を行わなくて
はならない。そこで加法の基本的な性質のみを抽出して、そこから得られる結果だけを
考えたならば、それはどの対象に対しても正しいはずである。
このような考えで、抽象的な集合と演算を考え、その演算がある条件をみたすもの

を考えるというのが現代代数学の基本的な考えである。ここでは代数の主要な研究対象
のうち、最も基本的なものの一つである「群」について学ぶ。群は一つの演算をもち、
それがある種の性質をみたすものとして定義される。
このテキストでは、群の基本事項については簡単に解説し、

• 凖同型定理と同型定理

• シローの定理

• 有限生成アーベル群の基本定理

を理解することを目的とする。

講義の最後の方はやや難しくなり、また講義時間も足りなくなることが予想される。
後半で (∗) が付いている部分は省略するかもしれない。
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Chapter 1

群の定義と例

1.1 群の定義

集合 A に対して、写像 f : A×A → A を A の二項演算 (binary operation) という。像
f(a, b) を ab や a+ b となどと表す。以下では特に断らない限り ab と表すことにする。
二項演算 (a, b) 7→ ab が結合法則 (associative law) をみたすとは、任意の a, b, c ∈ A

に対して
(ab)c = a(bc)

が成り立つことである。結合法則をみたす二項演算が定義された集合を半群 (semigroup)
という。
半群 Aの元 eが Aの単位元 (identity element)であるとは、任意の a ∈ Aに対して

ae = ea = a

が成り立つことである。単位元は存在すれば一意的である。半群 A の単位元を 1A、ま
たは単に 1 とも表す。(演算が加法的に (a, b) 7→ a+ b と書かれている場合には、単位元
を 0A、または 0 と表す。) 単位元をもつ半群をモノイド (monoid) という。
モノイド A の元 a に対して

ab = ba = 1A

となる元 b が存在するとき a を A の正則元 (regular element)、単元 (unit)、または単
数などという。このとき b を a の逆元 (inverse element) という。正則元の逆元は一意
的に定まる。これを a−1 と表す。(演算が加法的に (a, b) 7→ a+ b と書かれている場合に
は、逆元を −a と表す。) モノイド A のすべての元が正則元であるとき A を群 (group)
という。
二項演算 (a, b) 7→ ab が交換法則 (commutative law) をみたすとは、任意の a, b ∈ A

に対して
ab = ba

が成り立つことである。通常は、加法的な表記 (a, b) 7→ a+ b は交換法則が成り立つと
きにしか用いない。交換法則をみたす演算をもつ半群、モノイド、群を、それぞれ可換
半群、可換モノイド、可換群という。特に可換群はアーベル群 (abelian group) と呼ば
れることが多い。
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群の演算が加法を用いて表されるときには加法群 (additive group)ともよぶ。加法的
な表記は演算が交換法則をみたすときにしか用いないので、加法群はアーベル群である。
群 A の集合としての要素の数 (濃度) を A の位数 (order) といい |A| と表す。特

に A が有限集合であるとき A を有限群 (finite group) と呼び、そうでないとき無限群
(infinite group) と呼ぶ。

問 1.1.1. 群 G の元 a, b, ai に対して、次のことを示せ。

(1) (a−1)−1 = a である。

(2) (ab)−1 = b−1a−1 である。より一般に (a1 · · · a`)−1 = a`
−1 · · · a1−1 である。

1.2 部分群

G を群とする。G の空でない部分集合 H が G の演算でまた群となるとき、H を G の
部分群 (subgroup) という。H が部分群であるための条件は、次のように言い換えるこ
とが出来る。

(1) x, y ∈ H ならば xy ∈ H である。x ∈ H ならば x−1 ∈ H である。

またこの二つの条件をまとめて

(2) x, y ∈ H ならば xy−1 ∈ H である。

あるいは

(3) x, y ∈ H ならば x−1y ∈ H である。

と書くことも出来る。

例 1.2.1. G を群とすると G 自身は G の部分群である。また、単位元のみからなる集
合 {1G} も G の部分群である。この二つを G の自明な部分群 (trivial subgroup) とい
う。{1G} を単に 1 とも表す。

H が G の部分群であることを H ≤ G と表すことにする。H < G は H ≤ G かつ
H 6= G を意味するものとする。

A, B を群 G の部分集合とするとき

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B},
A−1 = {a−1 | a ∈ A}

と定める。このとき A(BC) = (AB)C, (AB)−1 = B−1A−1 などが成り立つ。この記号
を用いると部分群であるための条件は以下のように書き換えることが出来る。

(4) HH ⊂ H, H−1 ⊂ H

(5) HH−1 ⊂ H
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(6) H−1H ⊂ H

H が G の部分群であるならば

H = HH = H−1 = HH−1 = H−1H

が成り立っている。
この表記で A = {a} のとき {a}B を aB と書く。Ab も同様である。すなわち

aB = {ab | b ∈ B}, Ab = {ab | a ∈ A}

である。

問 1.2.2. H, K が群 G の部分群ならば、H ∩K も G の部分群であることを示せ。よ
り一般に {Hλ | λ ∈ Λ} が G の部分群の族とするとき

∩
λ∈Λ Hλ は G の部分群であるこ

とを示せ。

群 G に対して

Z(G) = {g ∈ G |任意の x ∈ G に対して xg = gx}

とおいて、これを Gの中心 (center)という。Gがアーベル群ならば Z(G) = Gである。

問 1.2.3. 群 G の中心 Z(G) は G の部分群であることを示せ。

G を群とする。S ⊂ G に対して S を含む部分群の全体を考え、その共通部分をとれ
ば、それは Gの S を含む最小の部分群となる。これを S で生成される部分群 (subgroup
generated by S) といい 〈S〉 と表す。S = {s1, · · · , s`} の場合には、これを 〈s1, · · · , s`〉
とも表す。

問 1.2.4. 群 G の二つの部分群 H, K について、HK が G の部分群になることと
HK = KH が成り立つことは同値であることを示せ。

1.3 剰余類分解

G を群、H をその部分群とする。a, b ∈ G に対して a−1b ∈ H であるときに a ∼ b とし
てG 上の関係 ∼ を定める。このとき ∼ は同値関係となる。この同値関係による a ∈ G
を含む同値類は

aH = {ah | h ∈ H}

であることがすぐに分かる。これを G の H による a を含む左剰余類 (left coset) とい
う。左剰余類全体の集合を G/H と表す。異なる左剰余類の全体を {aλH | λ ∈ Λ} とす
ると、この同値関係による類別は

G =
∪
λ∈Λ

aλH
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となる。これを G の H による左剰余類分解という。記号の乱用を許し、G/H をこの
類別の完全代表系を表すものとして、左剰余類分解を

G =
∪

a∈G/H

aH

のように表すこともある。G の H による異なる左剰余類の個数 (濃度) を |G : H| と表
しH の G における指数 (index) という。すぐに分かるように、任意の a ∈ G に対して
|aH| = |H| が成り立つ。したがって G が有限群ならば次の定理が成り立つ。

定理 1.3.1 (ラグランジェ). G を有限群、H をその部分群とするとき

|G| = |G : H| · |H|

が成り立つ。特に H の位数と指数は G の位数の約数である。

群 G の元 a に対して an = 1 となる自然数 n が存在するとき、そのような n のう
ち最小のものを a の位数といい o(a) で表す。このとき

〈a〉 = {1, a, a2, · · · , ao(a)−1}

は G の部分群で、したがって o(a) は |G| の約数である。〈a〉 を a の生成する巡回部分
群 (cyclic subgroup generated by a) という。
関係 ∼r を ab−1 ∈ H のときに a ∼r b で定めれば、これは上と同様に同値関係とな

る。この同値関係による同値類は

Ha = {ha | h ∈ H}

となる。これを G の H による a を含む右剰余類という。右剰余類全体の集合を H \G
と表す。右剰余類分解も同様に定義される。

{aλ | λ ∈ Λ} を G の H による左剰余類分解の完全代表系とすると {aλ−1 | λ ∈ Λ}
は右剰余類分解の完全代表系となる。したがって左剰余類の個数 (濃度) と右剰余類の
個数 (濃度) は一致する。

問 1.3.2. G を群とし H をその部分群とする。a, b ∈ G に対して、以下の条件は同値で
あることを示せ。

(1) aH = bH (2) a ∈ bH (3) b ∈ aH
(4) aH ∩ bH 6= ∅ (5) a−1b ∈ H (6) b−1a ∈ H

同様のことが右剰余類についても成り立つ。右剰余類に関する条件を列挙せよ。

1.4 正規部分群

任意の a ∈ G に対して、それを含む左剰余類と右剰余類が一致するとき、すなわち

aH = Ha
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が成り立つとき、H を Gの正規部分群 (normal subgroup)といいHEGと表す。HCG
は H EG かつ H 6= G を意味するものとする。H が正規部分群であるときには、その
左剰余類と右剰余類は一致するので区別の必要がなく、単に剰余類 (coset) といわれる。
任意の群 G について、1 と G は G の正規部分群である。
群 G がアーベル群ならば、そのすべての部分群は正規部分群である。

命題 1.4.1. 群 G の部分群 H に対して、以下の条件は同値である。

(1) H EG (すなわち、任意の g ∈ G に対して gH = Hg)

(2) h ∈ H, g ∈ G ならば ghg−1 ∈ H

(3) 任意の g ∈ G に対して gHg−1 ⊂ H

(4) 任意の g ∈ G に対して gHg−1 = H

証明. (1) =⇒ (2). h ∈ H, g ∈ G とする。gH = Hg である。gh ∈ gH = Hg なので、
ある h′ ∈ H があって gh = h′g となる。よって ghg−1 = h′ ∈ H である。

(2) =⇒ (1). g ∈ G として gH = Hg と示す。x ∈ gH とする。ある h ∈ H があっ
て x = gh である。条件より ghg−1 ∈ H であるから

x = gh = (ghg−1)g ∈ Hg

となる。よって gH ⊂ Hg である。y ∈ Hg とする。ある h ∈ H があって y = hg であ
る。条件より g−1hg = g−1h(g−1)−1 ∈ H であるから

y = hg = g(g−1hg) ∈ gH

となる。よって Hg ⊂ gH である。したがって gH = Hg となる。
(2) と (3) は記号の違いだけである。
(4) =⇒ (3) は明らか。
(3) =⇒ (4) を示す。g ∈ G とする。gHg−1 ⊂ H である。また g−1 ∈ G に (3)

の条件を適用すれば g−1Hg ⊂ H である。両辺に、左から g、右から g−1 をかければ
H ⊂ gHg−1 である。よって (4) が成り立つ。

問 1.4.2. H, K が群 G の正規部分群ならば、H ∩K も G の正規部分群であることを
示せ。より一般に {Hλ | λ ∈ Λ} が G の正規部分群の族とするとき

∩
λ∈ΛHλ は G の正

規部分群であることを示せ。

問 1.4.3. H が G の部分群で N が G の正規部分群ならばHN は G の部分群である
ことを示せ。また H, K が群 G の正規部分群ならば、HK も G の正規部分群である
ことを示せ。

問 1.4.4. H が G の部分群で N が G の正規部分群ならばH ∩N は H の正規部分群
であることを示せ.
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1.5 両側剰余類

G を群とし H, K をそれぞれ G の部分群とする。a, b ∈ G に対して a ≈ b を HaK =
HbK となることで定める。ただし HaK = {hak | h ∈ H, k ∈ K} である。このとき ≈
は同値関係となる。この同値関係による a を含む同値類は HaK となる。これを G の
(H,K) による両側剰余類 (double coset) という。両側剰余類の全体の集合を H \G/K
と表す。左剰余類の場合と同様に両側剰余類分解を

G =
∪

a∈H\G/K

HaK

のようにも表す。HaK =
∪

h∈H haK であるから、両側剰余類 HaK は K によるいく
つかの左剰余類の和集合である。同様に HaK は H によるいくつかの右剰余類の和集
合である。

命題 1.5.1. G を有限群、H, K をその部分群とする。また a ∈ G とする。このとき
HaK は |H : H ∩ aKa−1| 個の K による左剰余類の和集合である。特に |HaK| = |H :
H ∩ aKa−1| · |K| である。

証明. f : H/(H ∩ aKa−1) → {haK | h ∈ H} を f(h(H ∩ aKa−1)) = haK で定め、こ
れが全単射になることを示す。
まず写像が矛盾なく定義されることを見る。h(H ∩ aKa−1) = h′(H ∩ aKa−1) とす

る。ある k ∈ K があって h′ = h(aka−1) である。このとき h′aK = h(aka−1)aK = haK
である。よって f は矛盾なく定義される。

f が全射であることは定義から明らかである。f が単射であることを示す。haK =
h′aK, h, h′ ∈ H とする。このとき a−1(h′)−1ha ∈ K, (h′)−1h ∈ H ∩aKa−1 である。よっ
て h(H ∩ aKa−1) = h′(H ∩ aKa−1) となり f は単射である。

H が G の正規部分群ならば、両側剰余類 HaK についてHaK = aHK が成り立
ち、よってこれは部分群 HK による左剰余類と一致する。

1.6 剰余群

G を群とし H をその部分群とする。このとき、一般には、左剰余類の集合 G/H に自
然な方法で群の構造を考えることは出来ない。しかし H が正規部分群ならば以下のよ
うにして G/H は群となる。

H EG とする。G/H に以下のように積を定義する。

(aH)(bH) = (ab)H

このとき、この積が矛盾なく定義され、結合法則をみたし、H = 1H が単位元、a−1H
が aH の逆元となり、G/H は群となる。これを G の H による剰余群 (factor group)
という。

N ≤ H ≤ G とし N EG とする。このとき剰余群 G/N が定義されるが

H/N = {hN | h ∈ H}
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とおくと、これは G/N の部分群となる。実際、h, h′ ∈ H に対して

(hN)(h′N)−1 = (hN)((h′)−1N) = (h(h′)−1)N ∈ H/N

である。一方で、N EH と見ることも出来るので、この意味での剰余群 H/N も定義さ
れる。どちらの意味で H/N を考えても、演算は同じなので本質的な違いはない。

1.7 生成系と基本関係

1.7.1 自由群

S を集合とする。S の要素を有限個並べたものを語 (word) という。要素を 0 個並べる
ことも形式的に許すこととし、これを 1 と表す。語全体の集合を W (S) と表すことに
する。二つの語に対して、それをつないでできる語が定まる。これを演算として W (S)
は 1 を単位元とするモノイドになる。

X を集合とする。x ∈ X に対して、形式的に x−1 というものを考えX−1 = {x−1 |
x ∈ X} とおく。また (x−1)−1 = x と考えることにする。これによって X ∪ X−1 は
x 7→ x−1 で閉じた集合になる。語の集合のなすモノイド W (X ∪X−1) を考える。二つ
の語に対して xx−1 を語の途中に加えたり、除いたりすることで移り合うときにそれら
を同じものと考え、同値関係 ∼ を定める。このとき、商集合 W (S)/ ∼ は 1 (で代表さ
れる元) を単位元とする群となる。これを X で生成される自由群 (free group) といい
F (X) と表すことにする。

例 1.7.1 (無限巡回群). X = {a} のとき、F (X) = {ai | i ∈ Z} である。これを無限巡回
群という。無限巡回群はアーベル群で、加法群としては Z と本質的に同じものである。

1.7.2 生成系と基本関係

X を集合とし F (X) を自由群とする。R ⊂ F (X) とし、R を含む F (X) の最小の正規
部分群を N とする。実際 R を含む正規部分群全体の集合は F (X) を含むので空では
なく、そのすべての共通部分をとれば、それが N となるので、そのような N は存在す
る。このとき剰余群 F (X)/N が考えられる。この群を

〈X | R〉

と書き、X をその生成系、R を基本関係式という。これは、自由群 F (X) の元で R に
含まれるものを 1 と思うことに相当する。このため 〈X | R〉 という表記で、R の要素
r に対して r = 1 のような表記をする場合が多い。以下に簡単な例を示す。

例 1.7.2 (有限巡回群). 〈a | an = 1〉 を位数 n の (有限) 巡回群という。(無限巡回群と
有限巡回群をあわせて、単に巡回群 (cyclic group) という。) 位数 n の巡回群を Cn と
いう記号で表す。

Cn = {1, a, a2, · · · , an−1}
である。加法群としては Z の n を法とする剰余類のなす群 Z/nZ と本質的に同じもの
である。
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例 1.7.3 (二面体群). 〈x, y | xn = y2 = 1, yx = xn−1y〉 を位数 2n の二面体群 (dihedral
group) という。位数 2n の二面体群を D2n という記号で表す。

D2n = {1, x, x2, · · · , xn−1, y, xy, x2y, · · · , xn−1y}

である。

生成系と基本関係式が与えられても、それがどのような群になるかを決めることは
一般には難しい。
巡回群に関する基本的な性質はよく用いられるので、簡単にまとめておく。

命題 1.7.4. G = 〈a | an = 1〉 とする。

(1) am = 1 となる必要十分条件は n | m である。

(2) o(am) = n/ gcd(m,n) である。特に gcd(m,n) = 1 とすると o(am) = o(a) であり、
〈am〉 = 〈a〉 である。

証明. (1) は簡単なので省略する。演習問題として各自で確認しておくとよいであろう。
(2) d = gcd(m,n) とし m = dm′, n = dn′ と書く。このとき (am)n

′
= am

′n = 1 であ
るから o(am) | n′ である。特に |〈am〉| = o(am) ≤ n′ である。
最大公約数に関する定理より、ある整数 x, y が存在して xm+ yn = d となる。した

がって
ad = axm+yn = (am)x(an)y = (am)x ∈ 〈am〉

である。よって 〈ad〉 ⊂ 〈am〉 である。ここで o(ad) = n′ はすぐに分かるので

n′ = |〈ad〉| ≤ |〈am〉| = o(am)

となる。したがって o(am) = |〈am〉| = n′ = n/d である。

問 1.7.5. G を位数 n の有限巡回群とするとき、d | n に対して ]{x ∈ G | xd = 1} = d
であることを示せ。

問 1.7.6. N EG とし g ∈ G とする。このとき剰余群 G/N における gN の位数 o(gN)
は o(g) の約数であることを示せ。

1.8 群の例

1.8.1 行列群

ここでは行列の集合として表されるいくつかの群を定義する。体 K 上 n 次正方行列全
体の集合を Mn(K) と表す。Mn(K) は乗法に関して単位行列を単位元とするモノイド
であるが群ではない。(加法も考えれば Mn(K) は環であり、K 上 n 次全行列環 (full
matrix ring) と呼ばれる。)
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例 1.8.1 (一般線型群 GLn(K)). K を体とする。K を成分とする n次正方行列が逆行列
をもつとき、それを正則行列という。ある行列が正則であるための必要十分条件は、そ
の行列式の値が 0 でないことである。K を成分とする n 次正則行列の全体は行列の積
によって群をなす。これを K 上 n 次一般線型群 (general linear group) といい GLn(K)
と表す。
特に K が q 個の元をもつ有限体 Fqであるとき Fq は同型を除いて一意的に定まる

ので、GLn(K) を GLn(q) とも書く。

問 1.8.2. GL2(2) の元をすべて書け。ただし F2 = {0, 1} と表すことにする。

問 1.8.3. GLn(q) の位数を求めよ。

例 1.8.4 (特殊線型群 SLn(K)). K 上 n 次正則行列のうち、その行列式の値が 1 であ
るものの全体は、積と逆元で閉じていて、したがって GLn(K) の部分群となる。これ
を K 上 n 次特殊線型群 (special linear group) といい SLn(K) と表す。
一般線型群と同じように SLn(Fq) を SLn(q) とも表す。

問 1.8.5. SL2(3) の元をすべて書け。ただし F2 = {0, 1, 2} と表すことにする。

例 1.8.6 (直交群 O(n)). T ∈ Mn(R) が直交行列 (orthogonal matrix) であるとは、
tTT = T tT = E (E は単位行列)、すなわち tT = T−1 をみたすことである。n 次直交
行列全体の集合は積と逆行列で閉じていて GLn(R) の部分群となる。これを n 次直交
群 (orthogonal group) といい O(n) で表す。

問 1.8.7. O(n) が GLn(R) の部分群であることを確認せよ.

例 1.8.8 (ユニタリー群 U(n)). U ∈ Mn(C) がユニタリー行列 (unitary matrix) である
とは、U∗U = UU∗ = E、すなわち U∗ = U−1 をみたすことである。ただし U∗ = tU で
ある。n 次ユニタリー行列全体の集合は積と逆行列で閉じていて GLn(C) の部分群とな
る。これを n 次ユニタリー群 (unitary group) といい U(n) で表す。

問 1.8.9. U(n) が GLn(C) の部分群であることを確認せよ.

1.8.2 置換群

X を集合とする。X から X への全単射全体の集合は写像の結合を演算として、恒等
写像を単位元、逆写像を逆元とする群となる。これを X 上の対称群 (symmetric group)
といい Sym(X) と表す。Sym(X) の元、すなわち X から X への全単射をX 上の置換
(permutation group) という。置換 σ は

σ =

(
x

σ(x)

)
のように表される。対称群の単位元は恒等写像であり、これを恒等置換ともいう。
特に |X| = n < ∞のとき、X = {1, 2, · · · , n}と考えても本質的には変わらない。こ

の場合、Sym(X) を Sn と表し、n 次対称群という。Sn の元を n 次の置換という。n 次
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の置換を具体的に書くには、1 行目に 1, 2, · · · , n を書き、その下に元の移る先を書く。
例えば

σ =

(
1 2 3
3 2 1

)
のようになる。置換の積は写像の結合なので、(

1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
のようになる。逆元は、置換の 1 行目と 2 行目を入れ替えて得られる。(

1 2 3
2 3 1

)−1

=

(
2 3 1
1 2 3

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
この際、単に入れ替えただけだと 1 行目の並びが崩れるので、列毎に入れ替えて見やす
くする。
置換 σ が、すべて異なる a1, a2, · · · , a` を

a1 � σ // a2 � σ // a3 � σ // · · · � σ // a` � σ // a1

のように順に移し、それ以外の元を動かさないとき、これを巡回置換、またはサイクルと
いい (a1 a2 · · · a`−1 a`) と表す。(見やすくするために (a1, a2, · · · , a`−1, a`) と表すこと
もある。) このときの ` を巡回置換の長さという。すぐに分かるように長さ ` の巡回置
換の位数は ` である。特に長さ 2 の巡回置換を互換という。長さ 1 の巡回置換は恒等
置換であり、省略されたり ( ) と表されたりする。例えば(

1 2 3
2 3 1

)
= (1 2 3),

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
= (1 2)

である。
以下の定理は証明を省略するが、問を見れば雰囲気は分かるであろう。

定理 1.8.10. 任意の n 次の置換は、共通の数字を含まないいくつかの巡回置換の積に
分解することが出来る。

問 1.8.11. 置換
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 5 8 1 2 7 9 4

)
を共通の数字を含まないいくつかの巡回

置換の積に分解せよ。

定理 1.8.12. 任意の n 次の置換はいくつかの互換の積として表すことが出来る。

問 1.8.13. 巡回置換 (1 2 · · · `) = (1 `)(1 `− 1) · · · (1 3)(1 2) を示せ。

置換 σ を共通の数字を含まないいくつかの巡回置換の積に分解するとき、その分解
は積の順序を除いて一意的であり、その巡回置換の長さの (重複度を含む) 集合が決ま
る。これを σ の型といい

[`1, `2, · · · , `r], `1 ≥ `2 ≥ · · · , `r ≥ 1
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のように表す。`i = 1 なる `i を省略することもある。例えば

σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 4 6

)
= (1 2 3)(4 5)(6)

の型は [3, 2, 1] (または [3, 2]) と表される。

定理 1.8.14. 置換 σ の型が [`1, `2, · · · , `r] であるとき σ の位数 o(σ) は `1, `2, · · · , `r の
最小公倍数である。

定理 1.8.15. (1) 置換 σ, τ について、σ と τστ−1 は同じ型をもつ。

(2) 置換 σ と σ′ が同じ型をもつならば、ある置換 τ が存在して σ′ = τστ−1 となる。

与えられた n 次の置換 σ を互換の積として表すとき、その表し方や積に現れる互換
の個数は一意的に決まるものではないが、その個数が偶数であるか、奇数であるかは決
まる。(ここでは証明は省略するが、線形代数で学んだはずである。) 個数が偶数である
置換を偶置換、奇数である置換を奇置換とよぶ。置換 σ の符号とは、偶置換のとき 1、
奇置換のとき −1 と定めたもので、sgn(σ) と表される。すぐに分かるように置換の符号
はその型だけで決まる。偶置換全体の集合は Sn の部分群をなす。この部分群を n 次交
代群とよび An と表す。n ≥ 5 のとき、n 次交代群 An の正規部分群は 1 と An 自身し
かないことが知られている。このように自明でない正規部分群をもたない群を単純群1

(simple group) という。

問 1.8.16. 置換 (1 2 3 4 5), (1 2 3 4)(5 6) の符号をそれぞれ求めよ。

問 1.8.17. A4 の元をすべて書け。

1.9 モノイドの単元群

M をモノイドとし、U(M) を M の正則元全体の集合とする。このとき U(M) は M の
演算で閉じていて、群となる。これをモノイド M の単元群 (unit group) という。

例 1.9.1. 体 K 上の n 次正方行列の全体 Mn(K) は積に関してモノイドとなり、その
正則元は正則行列である。このモノイドの単元群が一般線型群 GLn(K) である。

例 1.9.2. 集合 X から X への写像全体の集合は写像の合成を演算として、恒等写像を
単位元とするモノイドになる。正則元は全単射であり、このモノイドの単元群が対称群
Sym(X) である。

例 1.9.3. 単位元をもつ環 R は乗法に関してモノイドであるから、その単元群 U(R) が
定義される。これを単に、単位元をもつ環 R の単元群という。U(R) を R× という記号
で表すことが多い。

例 1.9.4. 体 (または斜体) K の単元群は U(K) = K − {0K} である。これを体 K の乗
法群ともいう。

例 1.9.5. 有理整数環 Z の単元群は U(Z) = {1,−1} である。
1単純群は有限群論で極めて重要な役割をもっている。有限単純群は 1980 年代にその分類が完成し、

これは 20 世紀の数学のもっとも重要な結果の一つとされている。しかし、その証明は長く難解であり、
そのすべてを理解している人はいないようである。
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演習問題

問 1.9.6. 位数が素数である群は巡回群であることを示せ。

問 1.9.7. 群 G の部分群が 1 と G しかないならばG は素数位数巡回群であることを
示せ。

問 1.9.8. 群 G の任意の元 g に対して g2 = 1 であるとする。このとき G はアーベル
群であることを示せ。

問 1.9.9. G を群、Z(G) をその中心とする。G/Z(G) が巡回群であれば G はアーベル
群であることを示せ。(この場合、結果として G = Z(G) となる。)

問 1.9.10. K を体とする。M =

(
a b
c d

)
∈ GL2(K) に対してM ′ =

 a b 0
c d 0
0 0 1

 と
おくと M ′ ∈ GL3(K) である。これを同一視することによって GL2(K) を GL3(K) の
部分集合と考える。このとき GL2(K) は GL3(K) の部分群であることを示せ。(同様に
して m ≤ n に対して GLm(K) は GLn(K) の部分群となる。)

問 1.9.11. 集合 X 上の対称群 Sym(X) について考える。Y ⊂ X とするとき、Sym(Y )
の元は X − Y の元を動かさないものと見て Sym(X) の元と見ることが出来る。このと
き Sym(Y ) ⊂ Sym(X) であるが、Sym(Y ) は Sym(X) の部分群になることを示せ。(特
に m ≤ n のとき Sm は Sn の部分群であると考えることが出来る。)

問 1.9.12. 位数 8 の二面体群 G = D8 = 〈x, y | x4 = y2 = 1, yx = x3y〉 の部分群
H = 〈y〉 を考える。G の H による左剰余類分解と右剰余類分解を求めよ。また (H,H)
による両側剰余類分解を求めよ。

問 1.9.13. Q8 = {±1,±i,±, j,±k} とし、積を

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

で定める。ただし 1 は単位元で、−1 の積は通常の積のように定める。このとき Q8 は
群となる。これを四元数群 (quaternion group) という。Q8 のすべての元について、そ
の位数を求めよ。
また位数 8 の二面体群 D8 のすべての元についてもその位数を求め、Q8 と D8 が本

質的に異なる群であることを確認せよ。

問 1.9.14. V = 〈x, y | xy = yx, x2 = y2 = 1〉 とおく。V のすべての元を求め、その演
算表を書け。(V をクラインの四元群 (Klein four group) という。)

問 1.9.15. 複素数体上の一般線形群 GLn(C) の中心を求めよ。



Chapter 2

凖同型定理と同型定理

2.1 群凖同型

G, H を群とする。写像 f : G → H が群凖同型 (group homomorphism)、または単に凖
同型であるとは、任意の a, b ∈ G に対して

f(ab) = f(a)f(b)

が成り立つこととする。加法群を考えるときには、その演算が加法であることに注意
して

f(a+ b) = f(a) + f(b)

が成り立つことが準同型であるための条件となる。

問 2.1.1. G を乗法群、H を加法群とするとき、f : G → H が群準同型となる条件を
書け。

例 2.1.2. K を体とし、一般線型群 GLn(K) を考える。det : GLn(K) → K× を行列式
をとる写像とする。このとき det(AB) = det(A) det(B) が成り立つので、これは群凖同
型である。

例 2.1.3. n 次の置換 σ に対して、その符号 sgn(σ) を対応させる写像は、対称群 Sn か
ら乗法群 {1,−1} への群凖同型である。

例 2.1.4. K を体とし V , W は K-ベクトル空間とする。線型写像 f : V → W は
f(v + v′) = f(v) + f(v′) をみたすので、加法群の凖同型である。

例 2.1.5. R を加法群と見る。また R× = R− {0} とおいて、これを乗法群と見る。指
数関数 exp : R → R× は exp(x + y) = exp(x) exp(y) をみたし、加法群から乗法群への
群凖同型である。

例 2.1.6. G を群とし H をその部分群とする。このとき自然な埋め込み ι : H → G,
ι(h) = h は群凖同型である。

問 2.1.7. f : G → H, g : H → K をそれぞれ群凖同型とすると、合成写像 g◦f : G → K
も群凖同型であることを示せ。

19
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命題 2.1.8. f : G → H を群凖同型とするとき、次が成り立つ。

(1) f(1G) = 1H

(2) a ∈ G に対して f(a−1) = f(a)−1

証明. (1) f(1G) = f(1G1G) = f(1G)f(1G) である。両辺に右から f(1G)
−1 をかければ

1H = f(1G) となる。
(2) 1H = f(1G) = f(aa−1) = f(a)f(a−1) である。両辺に左から f(a)−1 をかければ

f(a)−1 = f(a−1) となる。

f : G → H を群凖同型とする。

Kerf = {a ∈ G | f(a) = 1H}

とおいて、これを f の核 (kernel) という。また

Imf = {f(a) | a ∈ G}

とおいて、これを f の像 (image) という。

例 2.1.9. 正則行列に行列式の値を対応させる準同型 det : GLn(K) → K× に対して、

Ker det = SLn(K), Imdet = K×

である。

問 2.1.10. f : Z/4Z → Z/4Z を f(a+ 4Z) = 2a+ 4Z で定める。このとき f は加法群
の群準同型であることを示せ。また f の核と像を求めよ。

命題 2.1.11. f : G → H を群凖同型とするとき、次が成り立つ。

(1) Kerf EG

(2) Imf ≤ H

証明. (1) まず f(1G) = 1H より 1G ∈ Kerf なのでKerf 6= ∅ である。x, y ∈ Kerf とす
る。f(xy−1) = f(x)f(y)−1 = 1H となるので xy−1 ∈ Kerf となり、Kerf ≤ G である。
x ∈ Kerf , g ∈ G とする。f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g)−1 = f(g)f(g)−1 = 1H となるので
gxg−1 ∈ Kerf となり、Kerf EG である。

(2)まず 1H = f(1G) ∈ Imf より Imf 6= ∅である。a, b ∈ Imf とする。ある x, y ∈ G
があって a = f(x), b = f(y) である。このとき

ab−1 = f(x)f(y)−1 = f(xy−1) ∈ Imf

となるから Imf ≤ H である。

例 2.1.12. 対称群 Sn とその符号 sgn について、sgn は凖同型であり、その核は交代群
An である。(Ker(sgn) = An)
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群凖同型 f : G → H が、写像として単射のとき f を単凖同型 (monomorphism)、写
像として全射のとき f を全凖同型 (epimorphism) という。また f が全単射のとき同型
(isomorphism)、または同型写像という。f が同型であることを f : G

∼−→ H とも表す。
二つの群 G と H の間に同型が存在するとき、G と H は同型であるといい G ∼= H と
表す。同型な群は群としては “同じもの”と考えることができ、しばしば同一視される。
任意の群 Gに対して、Gから Gへの恒等写像は同型であり、したがって G ∼= Gであ

る。また f : G → H が同型ならば、f が全単射であることから逆写像 f−1 : H → Gが定
義され、これもまた同型となる。したがって G ∼= H ならば H ∼= G である。f : G → H
と g : H → K が共に同型であるならば、その合成写像 g ◦ f : G → K も同型になる。
よって G ∼= H かつ H ∼= K ならば G ∼= K も成り立つ。
例えば G = {a, b}, H = {x, y} で、その演算表がそれぞれ

a b
a a b
b b a

x y
x x y
y y x

であったとしよう。このとき Gと H はそれぞれ群となるが、この二つは用いている記号
が違うだけで、本質的に同じものであることは理解できると思う。このとき f : G → H
を

f(a) = x, f(b) = y

で定めれば、f が同型である。このように二つの群が同型であるとは、適当な対応によっ
てまったく同じ演算をもつ群であるということである。

命題 2.1.13. 群凖同型 f : G → H について、f が単射であることと Kerf = 1 である
ことは同値である。

証明. f が単射であるとする。1G ∈ Kerf である。x ∈ Kerf とすると f(x) = 1H = f(1G)
で f が単射であることから x = 1G となる。よって Kerf = 1 である。

Kerf = 1 とする。f(x) = f(y) とすると、1 = f(x)f(y)−1 = f(xy−1) となり
xy−1 ∈ Kerf = {1G} である。よって x = y となり f は単射である。

例 2.1.14. N E G とする。f : G → G/N を f(g) = gN で定めると、これは全凖同型
となる。これを自然な全凖同型 (natural epimorphism) という。このとき Kerf = N で
ある。

命題 2.1.15. f : G → H を群凖同型とする。

(1) A ≤ G とすると f(A) ≤ H である。

(2) B ≤ H とすると f−1(B) ≤ G である。

(3) B EH とすると f−1(B)EG である。

(4) f が全凖同型であって AEG とすると f(A)EH である。
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証明. (1) x, y ∈ A とする。f(x)f(y)−1 = f(xy−1) ∈ f(A) なので f(A) ≤ H である。
(2) s, t ∈ f−1(B)とする。このとき f(s), f(t) ∈ B なので、f(st−1) = f(s)f(t)−1 ∈ B

となり、st−1 ∈ f−1(B) である。
(3) f−1(B) ≤ G であることは (2) で示されている。g ∈ G, s ∈ f−1(B) とする。

f(s) ∈ B EH である。このとき

f(gsg−1) = f(g)f(s)f(g)−1 ∈ f(g)Bf(g)−1 ⊂ B

である。よって gsg−1 ∈ f−1(B) である。
(4) f(A) ≤ B は (1) で示されている。x ∈ f(A), h ∈ H とする。ある a ∈ A があっ

て x = f(a) である。また、f は全射なので、ある g ∈ G があって h = f(g) となる。こ
のとき

hxh−1 = f(g)f(a)f(g)−1 = f(gag−1) ∈ f(gAg−1) ⊂ f(A)

となる。

問 2.1.16. f : G → H を群凖同型とし AEG としても、f(A)EH とは限らない。こ
のような例を具体的に構成せよ。

2.2 凖同型定理

ここでは群論でもっとも重要な定理の一つである凖同型定理について解説する。

命題 2.2.1. f : G → H を群凖同型とする。N は Kerf に含まれる G の正規部分群で
あるとする。このとき f : G/N → H を f(gN) = f(g) で定めることができ、これは群
凖同型である。

証明. まず f が矛盾なく定義されることを示す。aN = bN とする。ある n ∈ N があっ
て b = an と書ける。このとき、n ∈ N ⊂ Kerf なので

f(b) = f(an) = f(a)f(n) = f(a)1H = f(a)

である。よって f は矛盾なく定義される。
f が凖同型であることは

f((aN)(bN)) = f((ab)N) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aN)f(bN)

から分かる。

定理 2.2.2 (凖同型定理). f : G → H を群凖同型とし、f : G/Kerf → Imf を
f(g(Kerf)) = f(g) で定めれば、これは同型である。したがって

G/Kerf ∼= Imf

が成り立つ。特に f が全凖同型ならば G/Kerf ∼= H である。
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証明. N = Kerf とおく。
命題 2.2.1 より群凖同型 f ′ : G/N → H (gN 7→ f(g)) が得られる。Imf = Imf ′ な

ので、値域を小さくすることができ、群凖同型 f : G/Kerf → Imf が定義される。ま
た、値域を Imf としたので、これは全射である。

f が単射であることを示す。aN ∈ Kerf、すなわち f(aN) = 1H とする。このと
き f(a) = 1H であるから a ∈ Kerf であり、よって aN = 1GN である。したがって
Kerf = 1 となり、f は単射である。
以上より f は同型である。

二つの群が同型であることを直接示すのは簡単ではないことが多く、多くの場合に
凖同型定理が用いられる。

例 2.2.3. f : Z/4Z → Z/4Z を f(a+4Z) = 2a+4Z で定める。このとき f は加法群の
群準同型である (問 2.1.10 参照)。a+ 4Z を a で表すことにする。f の核と像は

Kerf = {0, 2} = 2Z/4Z, Imf = {0, 2} = 2Z/4Z

である。したがって準同型定理より

(Z/4Z)/(2Z/4Z) ∼= 2Z/4Z

が成り立つ。

2.3 同型定理

ここでは凖同型定理 (定理 2.2.2) から得られる、同型定理と呼ばれるいくつかの定理を
紹介する。

定理 2.3.1 (同型定理). H を G の部分群、N を G の正規部分群とする。このとき

HN/N ∼= H/(H ∩N)

が成り立つ。

証明. 写像 f : H → HN/N を f(h) = hN で定める。これが凖同型であることはすぐ
に分かる。任意の x ∈ HN に対して、ある h ∈ H と n ∈ N があって x = hn となり、
xN = hnN = hN = f(h) なので f は全射である。

f(h) = hN = 1N は h ∈ N と同値なのでKerf = H ∩ N である。よって凖同型定
理より HN/N ∼= H/(H ∩N) である。

例 2.3.2. G = Z, H = 4Z, N = 6Zとし、これらを加法群と見る。H+N = 4Z+6Z = 2Z,
H ∩N = 12Z となるので、同型定理より

2Z/6Z ∼= 4Z/12Z

が得られる。実際、f : 2Z/6Z → 4Z/12Z, f(a+6Z) = 2a+12Z がこの同型を与えるこ
とが簡単に確認できる。
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定理 2.3.3 (同型定理). N と H を G の正規部分群とし N ≤ H とする。このとき

G/H ∼= (G/N)/(H/N)

が成り立つ。

証明. f : G → G/H を自然な全凖同型とする。Kerf = H ≥ N であるから、凖同型
g : G/N → G/H, g(xN) = xH が定義され、これも全凖同型である。

Kerg = H/N が簡単に確かめられ、凖同型定理からG/H ∼= (G/N)/(H/N) が成り
立つ。

例 2.3.4. 例 2.2.3 で (Z/4Z)/(2Z/4Z) ∼= 2Z/4Z であることを見たが、同型定理より
(Z/4Z)/(2Z/4Z) ∼= Z/2Z が成り立つので、これらを合わせれば

Z/2Z ∼= 2Z/4Z

が得られる。実際、f : Z/2Z → 2Z/4Z, f(a+ 2Z) = 2a+ 4Z がこの同型を与えること
が簡単に確認できる。

N EG とし
p : G → G/N

を自然な全凖同型とする。S を G の部分群で N を含むもの全体の集合、T を G/N
の部分群全体の集合とする。H ∈ S に対して H/N = p(H) ∈ T である。X ∈ T と
すると、p−1(X) ∈ S である。これらの対応が、互いに逆の対応になっていることも確
認でき、次の定理が成り立つ。

定理 2.3.5. N E G とする。このとき G の部分群で N を含むもの全体の集合と G/N
の部分群全体の集合の間には自然な全単射が存在する。またこれによって正規部分群同
士が対応する。

問 2.3.6. 定理 2.3.5 を示せ。

2.4 自己同型

G を群とする。G から G への同型を G の自己同型 (automorphism) という。G の自己
同型の全体は写像の合成を演算として群をなす。これを Gの自己同型群 (automorphism
group) といい Aut(G) と表す。

例 2.4.1. 有限体 GF (2) 上の 2 次元ベクトル空間 V を加法群と見る。

V = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}

である。このとき V−{(0, 0)}の任意の置換は V の自己同型となる。したがってAut(V ) ∼=
S3 が成り立つ。
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g ∈ G に対して、
fg : G → G, x 7→ gxg−1

と定めると、fg は G の自己同型となる。このように G の元から得られる自己同型を内
部自己同型 (inner automorphism) という。このとき、写像

f : G → Aut(G), g 7→ fg

が得られ、これは群凖同型となる。よって f の像、すなわち内部自己同型の全体は Aut(G)
の部分群をなす。これを内部自己同型群といい Inn(G)と表す。f の核を求める。g ∈ Kerf
ということは、fg = idG ということで、これは「任意の x ∈ G に対して gxg−1 = x」と
いうことである。したがって Kerf は G の中心 Z(G) に一致する。凖同型定理より以
下の命題が成り立つ。

命題 2.4.2. Inn(G) ∼= G/Z(G) である。

更に次の命題が成り立つ。

命題 2.4.3. Inn(G)E Aut(G) である。

証明. σ ∈ Inn(G), τ ∈ Aut(G) とする。ある g ∈ G が存在して、x ∈ G に対して
σ(x) = fg(x) = gxg−1 である。ただし fg は上で考えたものである。y ∈ G とすると

(τστ−1)(y) = τ(gτ−1(y)g−1) = τ(g)yτ(g)−1

となる。これは τστ−1 = fτ(g) ∈ Inn(G) を意味する。

Inn(G)E Aut(G) であるから剰余群 Aut(G)/Inn(G) が考えられる。これを G の外
部自己同型群といい Out(G) と表すこともある。
すぐに分かるように、G の部分群 H が G の正規部分群であることは、任意の σ ∈

Inn(G) に対して σ(H) = H となることと同値である。条件を強くして次の定義をす
る。G の部分群 H が G の特性部分群 (characteristic subgroup) であるとは、任意の
σ ∈ Aut(G) に対して σ(H) = H となることとする。明らかに特性部分群は正規部分群
であるが、一般に逆は正しくない。
一般に H EG, K EH であっても K EG とは限らない。次の定理が成り立つ。

定理 2.4.4. H EG とし K を H の特性部分群とするとき K EG である。

証明. k ∈ K, g ∈ G とする。gkg−1 = fg(k) で H E G より fg ∈ Aut(H) となるので、
K が H の特性部分群であることから gkg−1 ∈ K である。

定理 2.4.5. H を G の特性部分群、K を H の特性部分群とするとK は G の特性部分
群である。

証明. σ ∈ Aut(G) とする。σ|H ∈ Aut(H) なので σ(K) = (σ|H)(K) = K である。

例 2.4.6. 群の中心 Z(G) は G の特性部分群である。

例 2.4.7. 巡回群の任意の部分群は特性部分群である。
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演習問題

問 2.4.8. G, H を群とし f : G → H を同型とする。f は全単射なので、その逆写像
f−1 : H → G が定義される。このとき f−1 も同型であることを示せ。

問 2.4.9. G を群を要素とする集合とする。G に属する二つの群が同型であるという関
係は G 上の同値関係となることを示せ。

問 2.4.10. G, H を群とし f : G → H を凖同型とする。g ∈ Gの位数について o(g) < ∞
であるとする。このとき o(f(g)) < ∞ であり、o(f(g)) は o(g) の約数になることを示
せ。(特に f が同型ならば o(g) = o(f(g)) となる。)

問 2.4.11. G を群とする。a, b ∈ G に対して [a, b] = aba−1b−1 とおいて、これを a と b
の交換子 (commutator) という。G の交換子すべてで生成される部分群を G の交換子
群 (derived subgroup) といい D(G) または [G,G] と書く。

(1) [a, b] = 1 であることと ab = ba が成り立つことは同値であることを示せ。

(2) D(G) は G の特性部分群であることを示せ。

(3) N EG に対して、G/N がアーベル群であることと D(G) ⊂ N であることは同値
であることを示せ。

(4) MEG, NEGとし、G/M , G/N はアーベル群であるとする。このとき G/(M∩N)
もアーベル群であることを示せ。

問 2.4.12. Gを群とする。D0(G) = Gとし、帰納的に Dn(G) = D(Dn−1(G))で Dn(G)
を定める。Dn(G) を n 次交換子群という。ある自然数 n に対して Dn(G) = 1 となる
とき、G を可解群1 (solvable group) という。

G が可解群であるとき、その部分群と (ある正規部分群による) 剰余群もまた可解群
であることを示せ。

問 2.4.13. n 次交換子群 Dn(G) は G の特性部分群であることを示せ。

問 2.4.14. G を群とし Z(G) をその中心とする。Z0(G) = G とし、Zn(G) を帰納的に
、自然な全準同型G → G/Zn−1(G) による Z(G/Zn−1(G)) の逆像と定める。ある自然
数 n に対して Zn(G) = G となるとき、G をべき零群 (nilpotent group) という。

G がべき零群であるとき、その部分群と (ある正規部分群による) 剰余群もまたべき
零群であることを示せ。

問 2.4.15. G を群とし A, B を G の正規部分群で A ∩B = 1 なるものとする。このと
き a ∈ A と b ∈ B について ab = ba となることを示せ。

1可解群でない有限群のうち、位数が最小のものは 5 次の交代群 A5 である。可解群という用語は 5 次
以上の方程式が解の公式をもたないことと関係している。
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問 2.4.16. G, A を群とする。凖同型 ϕ : A → Aut(G) が与えられているものとする。
このとき集合としての直積 G × A に以下のように演算を定義する。g, h ∈ G, a, b ∈ A
に対して

(g, a)(h, b) = (gϕ(a)(h), ab)

このとき、この演算は結合法則をみたし G × A は群になることを示せ。(これを G と
A の半直積 (semidirect product) といい Go A と表す。)

問 2.4.17. 無限位数巡回群の自己凖同型群は位数 2 の巡回群であることを示せ。

問 2.4.18. 位数 n の有限巡回群の自己凖同型群の位数は ϕ(n) であることを示せ。ただ
し ϕ(n) はオイラー関数であり、n と互いに素である n 以下の自然数の個数を表す。
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群の作用

3.1 群の作用

X を集合とし G を群とする。写像 f : G×X → X に対して f(g, x) を gx と表すこと
にする。f が以下の条件をみたすとき f を G の X への (左からの) 作用 (action) と
いう。

(A1) 任意の x ∈ X に対して 1Gx = x が成り立つ。

(A2) x ∈ X, g, h ∈ G に対して (gh)x = g(hx) が成り立つ。

このとき f を省略して G は X に (左から) 作用するともいう。また、このとき X を
左 G-集合ともいう。同様に右からの作用も定義される。右からの作用は xg のように群
の元を右に書いて表される。左右の違いは、積 gh を作用させるときに g を先にするか
h を先にするかの違いである。したがって、例えばアーベル群を考えるときには左右の
違いを意識する必要はない。
群の作用が、何らかの積と紛らわしいときには gx や xg の代わりに gx や xg のよ

うな記号も用いられる。
以下では主に左からの作用を考えるが、ほとんどのことが同様に右からの作用につ

いても成り立つ。

例 3.1.1. K を体とする。一般線型群 GLn(K) (例 1.8.1 参照) は自然に線型空間 Kn

に作用する。行列の演算にあわせて、Kn を列ベクトルの集合と見たときには左からの
作用を考え、Kn を行ベクトルの集合と見たときには右からの作用を考えるのが普通で
ある。

例 3.1.2. K を体とする。一般線型群 GLn(K) の Mn(K) への二つの作用を考える。
M ∈ Mn(K) と P ∈ GLn(K) に対して

PM = PMP−1, MP = P−1MP

とする。これらが、それぞれ左作用、右作用であることを確認する。いずれの場合も単
位元に関する条件 (A1) は自明なので (A2) の条件を見る。まず

(PQ)M = (PQ)M(PQ)−1 = PQMQ−1P−1 = P (QMQ−1) = P (QM)

29
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であるから PM = PMP−1 は左作用を定める。同様に

M (PQ) = (PQ)−1M(PQ) = Q−1P−1MPQ = (P−1MP )Q = (MP )Q

となり MP = P−1MP は右作用を定める。

例 3.1.3 (自明な作用). 群 G の集合 X への作用を、任意の g ∈ G と x ∈ X に対して
gx = x で定めることが出来る。このような作用を自明な作用という。

問 3.1.4. S を R 上の n 次対称行列全体の集合とする。O(n) は n 次直交群である (例
1.8.6 参照)。M ∈ S と T ∈ O(n) に対して TM = TMT−1 と定めれば、これは O(n)
の S への左からの作用を定めることを示せ。

f : G×X → X を群 G の集合 X への作用とする。g ∈ G を一つ固定すると、写像
fg : X → X, fg(x) = gxが定まる。作用の定義から fg◦fg−1 = fg−1◦fg = idG がすぐに分
かり、fg は全単射、すなわち fg ∈ Sym(X)となる。これによって写像 F : G → Sym(X),
F (g) = fg が得られる。g, h ∈ G について、任意の x ∈ X に対して

F (gh)(x) = fgh(x) = (gh)x = g(hx) = fg(fh(x))

= F (g)(F (h)(x)) = (F (g) ◦ F (h))(x) = (F (g)F (h))(x)

となるので F (gh) = F (g)F (h) である。すなわち F は凖同型となる。
逆に凖同型 F : G → Sym(X) が与えられると f : G × X → X を gx = f(g, x) =

F (g)(x) で定めて G の X への作用が定まる。このように群 G の集合 X への作用を与
えることと、凖同型 G → Sym(X) を与えることは同値である。凖同型 G → Sym(X)
を群 G の X 上の置換表現 (permutation representation) ともいう。
群 Gは集合 X に左から作用するものとし、それによって得られる凖同型を f : G →

Sym(X) とする。G の X への作用が忠実 (faithful) であるとは、f が単射であること
とする。

問 3.1.5. 群 G の集合 X への作用について、以下の条件は同値であることを示せ。

(1) 群 G の集合 X への作用は忠実である。

(2) g ∈ G とするとき、任意の x ∈ X に対して gx = x ならば g = 1 である。

群 G の集合 X への作用が忠実であるならば、凖同型 f : G → Sym(X) は単射なの
で、これを同一視して G ≤ Sym(X) と見ることが出来る。一般に対称群 Sym(X) の部
分群を X 上の置換群 (permutation group) という。特に Sn の部分群を n 次置換群と
いう。
集合 X 上の置換群 G は自然に X への作用を与える。逆に群 G の X への作用が

与えられると、凖同型 f : G → Sym(X) の核を考えて、置換群 G/Kerf が得られる。
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3.2 安定化部分群と軌道

群 G は集合 X に左から作用するものとする。x, y ∈ X に対して x ∼ y という関係を、
ある g ∈ Gがあって y = gxとなることで定める。このときこの関係は同値関係である。

問 3.2.1. ∼ が X 上の同値関係であることを示せ。

この同値関係による同値類を X の G による軌道 (orbit)、または G-軌道という。
x ∈ X を含む軌道 (同値類) Cx は

Cx = {gx | g ∈ G}

で与えられる。すなわち G の元で移りあう X の元全体の集合である。一つの軌道に含
まれる元の数を軌道の長さともいう。軌道 Cx を Gx とも表す。(作用を gx, xg のよう
に書く場合は Gx, xG などと書く。) g は G 全体を動くので Gx は見掛け上 G の元と
同じ数の要素をもつ。しかし、この中には同じものも含まれていて、実際には G の元
の数よりも少ないこともある。そこで g, h ∈ G に対して、いつ gx = hx が成り立つの
かを考える。gx = hx とすると

x = 1x = (g−1g)x = g−1(gx) = g−1(hx) = (g−1h)x

である。そこで
Gx = {g ∈ G | gx = x}

とおいて、これを x の G における安定化部分群 (stabilizer) とよぶ。実際 Gx は G の
部分群になる。(Gx と Gx は違う意味で用いられるので注意して欲しい。)

問 3.2.2. Gx が G の部分群になることを示せ。

例 3.2.3. S4 の部分群 G = 〈(1 2), (3 4)〉 = {( ), (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)} を考える。
G は X = {1, 2, 3, 4} に自然に左から作用する。このとき X の G による軌道は {1, 2},
{3, 4} であり、X の軌道への分解は

X = {1, 2} ∪ {3, 4}

となる。安定化部分群は

G1 = G2 = {( ), (3 4)}, G3 = G4 = {( ), (1 2)}

である。

以下のことが分かる。

gx = hx ⇐⇒ x = (g−1h)x ⇐⇒ g−1h ∈ Gx ⇐⇒ gGx = hGx

定理 3.2.4. 群 G は集合 X に左から作用するものとし、x ∈ X とする。このとき
写像 f : G/Gx → Gx, f(gGx) = gx は全単射である。特に |G : Gx| < ∞ ならば
|G : Gx| = |Gx| である。
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証明. 上に述べたことから gGx = hGx ならば gx = hx となるので f は矛盾なく定義
されている。Gx の元は、ある g ∈ G を用いて gx と書けるので f は全射である。また
f(gGx) = f(hGx) ならば gx = hx で、上に述べたことから gGx = hGx である。よって
f は単射でもある。

X が唯一つの軌道からなるとき、G の作用は可移である (transitive) という。すな
わち G の X への作用が可移であるとは、「任意の x, y ∈ X に対して、ある g ∈ G が
存在して y = gx となる」ということである。このとき X を可移な G-集合 (transitive
G-set) ともいう。
一般に Gが X に作用するとき、x ∈ X として軌道 Gxを考えると、Gは Gxに作用

していると見ることが出来る。すなわち f : G×X → X を作用とするとき f を G×Gx
に制限すると、その像に関して Im(f |G×Gx) ⊂ Gxである。よって写像 f ′ : G×Gx → Gx
が定まり、これが G の Gx への作用を与える。このとき、この作用は可移である。
このようにして、任意の G-集合は共通部分のない可移な G-集合の和集合として書

くことができる。したがって G-集合を考えるには、本質的には可移なものだけを考え
ればよい。次の節で可移な作用がどのように与えられるかを見る。

例 3.2.5 (正則 G-集合). G を群とする。G 自身への G の作用を元を左からかけるこ
と、すなわち (g, x) 7→ gx で定めれば、G 自身は可移な G-集合となる。これを (左) 正
則 G-集合という。

群 G は集合 X に作用するとする。Y ⊂ X が G の作用で閉じているとは、任意の
y ∈ Y と g ∈ G に対して gy ∈ Y となることである。このとき y ∈ Y を含む軌道はす
べて Y に含まれ、したがって Y はいくつかの G-軌道の和集合となる。また、前と同
様の議論で G は Y に作用すると見ることが出来る。

3.3 群の左剰余類への作用

G を群とし H をその部分群とする。H による左剰余類の集合

G/H = {aH | a ∈ G}

を考える。G の G/H への作用を

g(aH) = (ga)H

で定めることが出来る。このとき、この作用は可移である。実際 aH, bH ∈ G/H とす
ると bH = (ba−1)(aH) が成り立つ。
以下ではこれとは逆に、可移な作用はこのように左剰余類への作用と本質的に同じ

であることを示す。これをいうには “作用が本質的に同じである”とはどういうことか
をきちんと理解する必要がある。それは次の定義による。
左 G-集合 X と Y を考える。X と Y が G-集合として同型であるとは、全単射

f : X → Y が存在して、x ∈ X, g ∈ G に対して

gf(x) = f(gx)
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が成り立つことである。このときの f を G-集合としての同型という。これは次の図式
が可換1 であることを意味し、X と Y への G の作用が “本質的に同じである”ことを
意味する。

G×X //

idG×f
��

X

f

��
G× Y // Y

定理 3.3.1. G は X に可移に作用するとする。x ∈ X とする。このとき f : G/Gx → X
を f(aGx) = ax で定めれば f は G-集合としての同型である。
したがって任意の可移な G-集合は、ある部分群に対する剰余類の定めるG-集合と

同型である。

証明. aGx = bGx ならば前に見たように ax = bx が成り立ち、これは f が矛盾なく定
義されることを意味する。ax = bx ならば aGx = bGx なので f は単射である。G の作
用を可移と仮定しているので f は全射である。したがって f は全単射である。

g ∈ G, aGx ∈ G/Gx とする。このとき

gf(aGx) = g(ax) = (ga)x = f((ga)Gx) = f(g(aGx))

であるから f は G-集合としての同型である。

3.4 共役による作用

G を群とし、G の G 自身への作用を以下のように定める。g ∈ G と x ∈ G に対して

gx = gxg−1

と定めれば G は左 G-集合となる。この作用を G の G への共役による作用 (action by
conjugation) という。同様に

xg = g−1xg

は G の G への右からの作用を定める。
共役による (左) 作用の安定化部分群を考える。x ∈ G とする。g ∈ Gx であるなら

ば x = gx = gxg−1 となり xg = gx である。Gx を CG(x) と書いて、これを G におけ
る x の中心化群 (centralizer) という。

CG(x) = {g ∈ G | xg = gx}

S ⊂ G に対しては
CG(S) =

∩
s∈S

CG(s)

1いくつかの集合とその間の写像を図示するとする。ある集合 A からある集合 B への経路が複数ある
とき、どの経路をたどっても結果が同じ、すなわち合成写像が一致するとき、その図式は可換であるとい
う。
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とおいて、これを G における S の中心化群という。特に CG(G) は G の中心 Z(G) に
一致する。
共役による左作用の x ∈ G を含む軌道は

Gx = {gx | g ∈ G} = {gxg−1 | g ∈ G}

である。これを G の x を含む共役類 (conjugacy class) という。

定理 3.4.1. G を有限群とし x ∈ G とする。x を含む共役類 Gx に含まれる元の数は
|G : CG(x)| である。

証明. 定理 3.2.4 より直ちに分かる。

群 G の正規部分群 N を考える。正規部分群の定義より N は G の共役による作用
で閉じている。したがって N は G のいくつかの共役類の和集合となる。逆にいくつか
の共役類の和集合が部分群になっているならば、それは正規部分群である。

G を有限群とする。G への共役による作用は同値関係を定め、その同値類が共役類
なので、それは G の類別を定める。{x1 = 1, x2, · · · , xr} を類別の完全代表系とすると

G = Gx1 ∪ Gx2 ∪ · · · ∪ Gxr

は共通部分のない和で、したがって

|G| = |Gx1|+ |Gx2|+ · · ·+ |Gxr|

が成り立つ。これを G の類等式 (class equation) という。特に CG(1) = G となるので
|Gx1| = |G1| = 1 である。また、各 |Gxi| は |G : CG(xi)| に等しく、したがって |G| の約
数であることに注意しておく。

問 3.4.2. |Gx| = 1 であることと x ∈ Z(G) であることは同値であることを示せ。

例 3.4.3. 3 次対称群 S3 の共役類は

C1 = {1}, C2 = {(1 2 3), (1 3 2)}, C3 = {(1 2), (1 3), (2 3)}

である。したがって類等式は
6 = 1 + 2 + 3

となる。S3 に自明でない正規部分群があるとすれば、単位元を含まなければならない
ことから、それは C1 ∪ C2 または C1 ∪ C3 でなければならない。また部分群の位数は
S3 の位数 6 の約数でなければならないので C1 ∪ C2 のみ可能性がある。実際 C1 ∪ C2

は積で閉じていることが確認でき、正規部分群となっている。また単位元のみからなる
共役類以外の共役類の元数が 1 でないことから、その中心について Z(S3) = 1 が確認
される。

類等式はそれほどよく用いられる訳ではないが、利用できるときには強力である。次
の定理はその典型的な場合である。
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定理 3.4.4. p を素数とし G は位数が pn の群とする。また N を 1 でない G の正規部
分群とする。このとき N ∩ Z(G) 6= 1 である。

証明. N は Gの正規部分群なので、Gのいくつかの共役類の和集合である。N に含まれ
る G の共役類を C1 = {1G}, C2, · · · , C` とする。xi ∈ Ci とすると |Gxi| = |G : CG(xi)|
なので、これは |G| の約数で、したがって pni と書ける。特に |Gx1| = 1 である。した
がって

|N | =
∑̀
i=1

pni = 1 +
∑̀
i=2

pni

と書ける。ここで |N | も |G| の約数で N 6= 1 なので、|N | は p で割り切れる。pn1 = 1
なので、もし他のすべての i について ni > 0 ならば、右辺は p で割り切れない。した
がって、ある i 6= 1 について ni = 0 となる。このとき 1 6= xi ∈ Z(G) ∩N である。

この定理のように位数が素数 p のべきである有限群を p-群 (p-group) という。

定理 3.4.5. p-群の中心は 1 ではない。

証明. 定理 3.4.4 で G = N とすればよい。

A ⊂ G とする。g ∈ G に対して
gA = gAg−1 = {gag−1 | a ∈ A}

と定めれば G は G のべき集合 (部分集合の全体) 2G に作用する。この作用による A の
安定化部分群を A の正規化群 (normalizer) といい NG(A) と表す。

NG(A) = {g ∈ G | gA = A} = {g ∈ G | gAg−1 = A} = {g ∈ G | gA = Ag}

である。明らかに |A| = |gA| である。
命題 3.4.6. NG(A) ≤ G である。H ≤ G ならば H ≤ NG(H) ≤ G である。

証明. NG(A) は 2G への G の作用についての安定化部分群であるから、G の部分群で
ある。

H ≤ G とすると h ∈ H に対して hH = H = Hh なので H ⊂ NG(H) である。

命題 3.4.7. H ≤ G ならば gH ≤ G である。

証明. x, y ∈ gH とする。ある a, b ∈ H があって x = gag−1, y = gbg−1 と書くことがで
きる。このとき

xy−1 = (gag−1)(gbg−1)−1 = gag−1gb−1g−1 = g(ab−1)g−1

で ab−1 ∈ H なので xy−1 ∈ gH である。

この命題の gH を H と共役な部分群という。これによって Gはこの作用で Gの部分
群の全体にも作用することが分かる。すぐに分かるように H ≤ G のとき、NG(H) = G
であることと H EG であることは同値である。また H ≤ NG(H) であり H ENG(H)
である。

定理 3.4.8. H ≤ G に対して H と共役な G の部分群の個数は |G : NG(H)| である。
証明. H と共役な G の部分群の全体が、この作用による H を含む軌道となるので、定
理 3.2.4 より明らかである。
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演習問題

問 3.4.9. n を自然数とする。Z/nZ を乗法に関するモノイドと見て、その単数群を G
とする。

(1) g ∈ G と a+ nZ ∈ Z/nZ に対して、g(a+ nZ) を ga+ nZ で定めれば、これは G
の Z/nZ への作用となることを示せ。

(2) n = 5, 6, 8 に対して (1) の作用を考え、その軌道を求めよ。

問 3.4.10. K を体とする。V = Kn を K 上の n 次元列ベクトル全体のなすベクトル
空間とする。一般線形群 GLn(K) は自然に V に左から作用する。このとき、この作用
の軌道を求めよ。また、第一成分が 1 で他の成分がすべて 0 であるベクトル e に対し、
e の GLn(K) における安定化部分群を求めよ。

問 3.4.11. 位数 8 の二面体群 G = D8 = 〈x, y | x4 = y2 = 1, yx = x3y〉 の共役類を求
めよ。また、部分群 H = 〈y〉 に対して、その D8 における正規化群NG(H) を求めよ。

問 3.4.12. 4 次の交代群 A4 について、以下の問いに答えよ。

(1) A4 の共役類を求めよ。

(2) A4 の類等式を書け。

(3) A4 は位数 12 の部分群をもたないことを示せ。

問 3.4.13. 四元数群 Q8 の共役類を求めよ。

問 3.4.14. p を素数とするとき、位数 p2 の群はアーベル群であることを示せ。

問 3.4.15. p を素数とする。p-群はべき零群であることを示せ。

問 3.4.16. G を n 次置換群とする。任意の ai, bi ∈ {1, · · · , n}, ai 6= bi (i = 1, 2) に対し
て、ある g ∈ G が存在して g(a1) = a2, g(b1) = b2 となるとき、G は 2 重可移 (doubly
transitive) であるという。(同様に t 重可移置換群も定義される。)

G を n 次可移置換群とし安定化部分群 G1 = {σ ∈ G | σ(1) = 1} を考える。G1 は
自然に {2, 3, · · · , n} に作用する。G が 2 重可移であることとG1 の {2, 3, · · · , n} への
作用が可移であることは同値であることを示せ。
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シローの定理

4.1 シローの定理

ここでは有限群論においてもっとも重要な定理の一つであるシロー (Sylow) の定理につ
いて説明する。
この章では p は常に素数を表すものとし、群は有限群のみを考える。いくつかの準

備から始める。

補題 4.1.1. G を有限アーベル群とし、素数 p は G の位数を割り切ると仮定する。こ
のとき G は位数 p の元をもつ。

証明. |G| に関する帰納法で示す。|G| = p のときは G は巡回群で、位数 p の元をもつ。
|G| > pとする。1 6= g ∈ Gとし、n = o(g)とおく。p | nならば o(gn/p) = pである。

p - n とする。このとき H = 〈g〉 とおくと 1 < H < G である。p - |H| なので p | |G/H|
である。|G/H| < |G| かつ p は G/H の位数を割り切るので、帰納法の仮定が適用でき
G/H には位数 p の元 a が存在する。a` = 1 となるための必要十分条件は p | ` である。
特に a` = 1 ならば p | ` である。したがって p | o(a) であり、このとき o(ao(a)/p) = p で
ある。

補題 4.1.2. 有限群 G (6= 1) のすべての真の部分群の指数が p で割り切れるならばG の
中心 Z(G) の位数は p で割り切れる。特に、このとき Z(G) 6= 1 である。

証明. 類等式
|G| = |G1|+ |Gx1|+ · · ·+ |Gxr|

を考える。定理 3.4.1 より |Gxi| = |G : CG(xi)| なので、仮定より CG(xi) 6= G ならば
|Gxi| は p で割り切れる。また |G| = |G : 1| も p で割り切れる。CG(1) = G なので
|G1| = 1 である。したがって、両辺を p で割って考えれば、p の倍数だけ |Gxi| = 1 と
なる i がある。このとき CG(xi) = G となり、したがって xi ∈ Z(G) であるから補題が
成立する。

前に定義したように、位数が素数 p のべきである有限群を p-群という。有限群 G の
部分群で p-群であるものを p-部分群という。

37



38 CHAPTER 4. シローの定理

有限群 G の位数について |G| = paq, p - q であるとき、G の部分群でその位数が pa

であるものを G のシロー p-部分群という。部分群の位数は元の群の位数の約数なので、
シロー p-部分群は、存在すれば位数が最大の G の p-部分群である。

定理 4.1.3 (シローの定理 (1)). pr が有限群 G の位数を割り切るならばG は位数 pr の
部分群をもつ。特に G のシロー p-部分群が存在する。

証明. |G| に関する帰納法で示す。|G| = 1 のときは明らかである。
|G| > 1 とし pr が |G| を割り切るものとする。r = 0 ならば自明なので r > 0 とす

る。もし G の真の部分群 H で指数 |G : H| が p で割り切れないものがあれば、帰納
法の仮定から H は位数 pr の部分群をもち、それは G の部分群でもある。したがって、
すべての真の部分群の指数は p で割り切れると仮定してよい。このとき補題 4.1.2 より
|Z(G)| は p で割り切れ、補題 4.1.1 より Z(G) に位数 p の元 a がある。N = 〈a〉 とお
くと a ∈ Z(G) より N EG である。|N | = p なので、剰余群 G/N の位数は pr−1 で割
り切れる。G/N に帰納法の仮定を適用すれば G/N は位数 pr−1 の部分群H/N をもつ。
このとき |H| = pr であり、G は位数 pr の部分群をもつ。

有限群 G のシロー p-部分群の全体の集合を Sylp(G) と表す。定理 4.1.3 は、任意の
有限群 G と任意の素数 p に対して Sylp(G) 6= ∅ であることを意味する。

定理 4.1.4 (シローの定理 (2)). G を有限群とする。

(1) P ∈ Sylp(G)と Gの任意の p-部分群 Qに対して、ある g ∈ Gが存在して Q ≤ gP
となる。

(2) P,Q ∈ Sylp(G) ならば P と Q は共役である。

(3) |Sylp(G)| ≡ 1 (mod p) である。

証明. (1) G の (Q,P )-両側剰余類分解を考える。命題 1.5.1 より

|G| =
r∑

i=1

|QaiP | =
r∑

i=1

|Q : Q ∩ aiPai
−1| · |P |

である。また |G| = |P | · |G : P | で P ∈ Sylp(G) より |G : P | 6≡ 0 (mod p) である。
よって

0 6≡ |G : P | =
r∑

i=1

|Q : Q ∩ aiPai
−1| (mod p)

となる。ここで Q は p-群なので |Q : Q∩ aiPai
−1| は p-べきである。したがって、ある

i について |Q : Q ∩ aiPai
−1| = 1 が成り立つ。これは Q ≤ aiPai

−1 = aiP を意味する。
(2) (1) を P , Q で考えれば |Q| = |gP | より Q = gP である。
(3) N = NG(P ) とする。(2) と定理 3.4.8 より |Sylp(G)| = |G : N | である。また

P ∈ Sylp(N) でもあり、N に (2) を適用すれば P は N に含まれる唯一の G のシロー
p-部分群である。G の (P,N)-両側分解を

G =
∪̀
j=1

PbjN
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とし b1 = 1 とする。元数については

|G : N | · |N | = |G| =
∑̀
j=1

|PbjN | =
∑̀
j=1

|P : P ∩ bjNbj
−1| · |N |

が成り立っている。このとき P ≤ N より |P : P ∩ N | = 1 である。また |P : P ∩
bjNbj

−1| = 1 ならば bj
−1Pbj ≤ N となるので、bj

−1Pbj = P、すなわち bj ∈ N とな
り、これは j = 1 のときに限る。したがって j 6= 1 に対して |P : P ∩ bjNbj

−1| は 1 で
ない p-べきとなる。

|G : N | = 1 +
∑̀
j=2

|P : P ∩ bjNbj
−1|

を考えれば |Sylp(G)| = |G : N | ≡ 1 (mod p) である。

この定理から、位数が p-べきである元はあるシロー p-部分群に含まれることが分か
る。特に G のシロー p-部分群が正規部分群ならば、それは G のただ一つのシロー p-部
分群であり、G の位数が p-べきである元のすべてからなる。したがって正規シロー p-
部分群は特性部分群となる。

例 4.1.5. シローの定理の簡単な応用として、位数 6 の群の構造について分かることを
調べる。Gを位数 6の有限群とする。|G| = 6 = 2×3なので、p = 2, 3について考える。

(1) p = 2 のとき. P ∈ Syl2(G) とする。|Syl2(G)| = |G : NG(P )| である。P ≤
NG(P ) ≤ G であるが、|P | = 2, |G| = 6 なので |NG(P )| は 2 または 6 である。

• |NG(P )| = 2 のとき、|Syl2(G)| = |G : NG(P )| = 3 ≡ 1 (mod 2) で、シロー
の定理に矛盾しない。

• |NG(P )| = 6 のとき、|Syl2(G)| = |G : NG(P )| = 1 ≡ 1 (mod 2) で、シロー
の定理に矛盾しない。

よってこれらはどちらもその可能性がある (実際にそのような群があるかどかはこ
れだけでは分からない)。それぞれの場合について G に含まれる元の位数の可能
性を考える。

• |NG(P )| = 2 のとき. |Syl2(G)| = 3 である。シロー部分群は位数が 2 で素数
なので、異なるシロー部分群の共通部分は単位元のみである。シロー部分群
の単位元以外の元の位数は 2 なので、G には位数 2 の元が 3 個あることが
分かる。

• |NG(P )| = 1 のとき. |Syl2(G)| = 1 である。上と同様の議論で、G には位数
2 の元が 1 個あることが分かる。

(2) p = 3 のとき. Q ∈ Syl3(G) とする。Q ≤ NG(Q) ≤ G であるが、|Q| = 3, |G| = 6
なので |NG(Q)| は 3 または 6 である。

• |NG(Q)| = 3 のとき、|Syl3(G)| = |G : NG(Q)| = 2 6≡ 1 (mod 3) で、シロー
の定理に矛盾する。よってこれは起こらない。
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• |NG(Q)| = 6 のとき、|Syl3(G)| = |G : NG(Q)| = 1 ≡ 1 (mod 3) で、シロー
の定理に矛盾しない。

したがって |Syl3(G)| = 1 であることが分かり、QEG である。このとき G には
位数 3 の元が 2 個あることが分かる。

p = 2のときと p = 3のときを合わせて考えると、Gの可能性は以下のいずれかになる。

(1) 位数 1 の元が 1 個 (単位元)、位数 2 の元が 3 個、位数 3 の元が 2 個ある。この
とき |G| = 6 なので、それ以外の位数の元は存在しない。(実際にこのような群は
存在し、3 次対称群 S3 と同型であることが分かる)。

(2) 位数 1 の元が 1 個 (単位元)、位数 2 の元が 1 個、位数 3 の元が 2 個ある。この
とき |G| = 6 なので、それ以外の位数の元が存在するが、元の位数は群の位数の
約数なので、位数 6 の元が 2 個あることになる。このとき、位数 6 の群に位数 6
の元をもつので、巡回群になることが分かる。

系 4.1.6. p, q を素数とし p < q, p - q − 1 とする。また |G| = pq とする。このとき G
は巡回群である。(例えば位数 15, あるいは 35 の群は巡回群である。)

証明. P ∈ Sylp(G), Q ∈ Sylq(G) とする。N = NG(P ) とすると P ≤ N ≤ G より、|N |
は p の倍数で pq の約数である。したがって |N | = p または pq である。|N | = p とす
ると

|Sylp(G)| = |G : N | = q 6≡ 1 (mod p)

でシローの定理に反する。よって |N | = pq、すなわち N = G となり P E G である。
同様にして QEG も示される。以上より P , Q はそれぞれ G のただ一つのシロー p-部
分群、シロー q-部分群である。

1 6= x ∈ G として x の位数 o(x) を考える。o(x) は |G| の約数なので、o(x) = 1 な
る元は単位元しかないことに注意して、o(x) ∈ {p, q, pq} である。o(x) = pq なる元 x が
存在すれば 〈x〉 = G となるので、G は巡回群である。o(x) = pq となる x が存在しな
いとする。o(x) = p とすると |〈x〉| = p は p-群なので、あるシロー p-部分群に含まれる
が、P がただ一つのシロー p-部分群なので x ∈ P となる。したがって、この様な元は
p− 1 個しかない。同様に o(x) = q となる元は q− 1 個しかない。しかし、p ≥ 2, q ≥ 2
に注意して

1 + (p− 1) + (q − 1) = p+ q − 1 < 2q ≤ pq = |G|

なので、これは矛盾である。したがって o(x) = pq なる元が存在し、G は巡回群とな
る。

系 4.1.7. n ≤ 7 のとき、n 次対称群 Sn は位数 15 の部分群をもたない。

証明. 位数 15 の部分群があれば、それは巡回部分群で、したがって位数 15 の元が存在
する。7 次以下のすべての置換の型を考えれば、定理 1.8.14 より、Sn (n ≤ 7) は位数
15 の元をもたないことが分かる。(S8 には [5, 3] という型の元があり、その位数は 15
である。)

シローの定理には様々な応用があるが、ここで簡単な命題を一つ示す。
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命題 4.1.8. G を有限群とする。p を素数とし P ∈ Sylp(G) とする。G の部分群 H が
NG(P ) を含むとき NG(H) = H である。

証明. NG(H) ⊃ H は一般に成り立つ。
x ∈ NG(H) とする。xH = H である。xP ⊂ xH = H なので、P , xP ∈ SylP (H) で

ある。シローの定理により P と xP は H で共役である。すなわち、ある h ∈ H が存
在して xP = hP となる。このとき h−1x ∈ NG(P ) ⊂ H となるので x ∈ hH = H であ
る。よって NG(H) ⊂ H も成り立つ。

演習問題

問 4.1.9. p = 2, 3, 5 について、5 次対称群 S5 のシロー p-部分群の位数を求めよ。また
シロー p-部分群の個数の可能性を答えよ。

問 4.1.10. G を有限群、p を素数、P ∈ Sylp(G) とする。P が G の正規部分群である
ならば P は G の特性部分群であることを示せ。

問 4.1.11. p を素数、G を有限群、H は G の正規部分群、P ∈ Sylp(H)とする。P が
H の正規部分群であるならば P は G の正規部分群であることを示せ。

問 4.1.12. G を有限群とし H を G の正規部分群とする。p を素数とし P ∈ Sylp(H)
とする。このとき G = HNG(P ) となることを示せ。

問 4.1.13. p を奇素数とするとき、位数 2p の群は、巡回群 C2p か二面体群 D2p に同型
であることを示せ。

問 4.1.14. p を素数とする。有限群 G の位数が p べきである元の全体が部分群をなす
ならば、それは G の正規シロー p-部分群であることを示せ。





Chapter 5

群の直積

5.1 外部直積

G, H を群とする。集合としての直積 G×H を考え、これに演算を

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2)

で定める。このとき、結合法則はみたされ、(1G, 1H) が単位元、(g, h)−1 = (g−1, h−1) が
成り立ち、G×H は群となる。これを G と H の (外部) 直積 (direct product) という。
三つ以上の群に対しても同様である。無限個の群に対しても直積は定義できるが、ここ
では主に有限個の群の直積について考える。

G×H ∼= H ×G,

G×H ×K ∼= (G×H)×K ∼= G× (H ×K)

が成り立つ。

問 5.1.1. 上の同型を確認せよ。

これによって複数の群の直積を考えるときには、その順序は重要ではない。そこで
r∏

i=1

Gi,
∏
λ∈Λ

Gλ

のような記号も用いられる。
群の直積は、集合としては集合の直積なのでその位数 (濃度) について∣∣∣∣∣

r∏
i=1

Gi

∣∣∣∣∣ =
r∏

i=1

|Gi|

が成り立つ。
群の直積 G×H においてG× 1 = {(g, 1H) | g ∈ G} を考えると、これは部分群とな

り、自然な対応で G× 1 ∼= G である。これを同一視して G ⊂ G×H と見ることができ
る。H ⊂ G×H も同様である。このように見たとき、定義から以下のことが成り立つ。

43
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(1) G×H において、G の元と H の元は可換である。

(2) G×H の任意の元は G の元と H の元の積として一意的に表される。

問 5.1.2. 上のことを証明せよ。

群の直積 G =
∏r

i=1 Gi を考える。G の元は g = (g1, · · · , gr) (gi ∈ Gi) と一意的に表
される。そこで

πi : G → Gi, πi(g) = gi

なる写像を考えれば、これは全凖同型となる。これを G から Gi への射影 (projection)
という。また、自然な埋め込み

ιi : Gi → G, ιi(gi) = (1, · · · , 1, gi, 1, · · · , 1)

は単凖同型で、これを Gi から G への入射 (injection) という。定義から明らかに

πi ◦ ιi(gi) = gi,

(ι1 ◦ π1(g))(ι2 ◦ π2(g)) · · · (ιr ◦ πr(g)) = g

が成り立つ。記号の乱用を許せば

πi ◦ ιi = idGi
,

r∏
i=1

(ιi ◦ πi) = idG

である。

問 5.1.3. G, H を群とする。直積とその中心について

Z(G×H) = {(a, b) | a ∈ Z(G), b ∈ Z(H)} ∼= Z(G)× Z(H)

となることを示せ。

5.2 内部直積

G を群とし、H1, H2, · · · , Hr を G の部分群とする。G が H1, H2, · · · , Hr の (内部) 直
積であるとは、以下の条件をみたすこととする。

(D1) i 6= j のとき Hi の元と Hj の元は可換である。

(D2) 任意の G の元は h1h2 · · ·hr (hi ∈ Hi) と一意的に表される。

このとき、外部直積の場合と同じ記号を用いてG = H1 × · · ·Hr と表す。

命題 5.2.1. G が H1, H2, · · · , Hr の直積であることと、以下の三つの性質が成り立つこ
とは同値である。

(E1) すべての i について Hi EG である。
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(E2) G = H1 · · ·Hr である。

(E3) すべての i について Hi ∩ (H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hr) = 1 である。

証明. GがH1, H2, · · · , Hr の直積であるとする。任意のGの元 gは h1h2 · · ·hr (hi ∈ Hi)
と書くことができる。ここで、任意の fi ∈ Hi について、

gfig
−1 = h1h2 · · ·hrfihr

−1 · · ·h2
−1h1

−1 = hifihi
−1 ∈ Hi

となるので Hi E G である。よって (E1) が成り立つ。任意の G の元が h1h2 · · ·hr

(hi ∈ Hi) と表されるので (E2) は成り立つ。x ∈ Hi ∩ (H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hr) とする。
このとき x = h1 · · ·hi−1hi+1 · · ·hr と書くことができて

x = 1H1 · · · 1Hi−1
x1Hi+1

· · · 1Hr = h1 · · ·hi−11Hi
hi+1 · · ·hr

となる。よって (D2) の記述の一意性より x = 1 となる。(E3) が成り立つ。
(E1), (E2), (E3) が成り立つとする。i 6= j とする。Hj ⊂ H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hr

なので Hi ∩ Hj = 1 である。hi ∈ Hi, hj ∈ Hj とする。このとき hihjhi
−1hj

−1 =
(hihjhi

−1)hj
−1 ∈ (hiHjhi

−1)hj
−1 ⊂ Hjhj

−1 ⊂ Hj である。同様にして hihjhi
−1hj

−1 ∈ Hi

も成り立つ。よって hihjhi
−1hj

−1 ∈ Hi ∩Hj = 1 となり hihjhi
−1hj

−1 = 1 である。これ
は hihj = hjhi を意味し、(D1) が成り立つ。(E2) より、任意の G の元 g は h1h2 · · ·hr

(hi ∈ Hi) と表される。一意性を示すために h1h2 · · ·hr = k1k2 · · · kr (hi, ki ∈ Hi) とす
る。このとき (D1) に注意すれば

1 = (h1h2 · · ·hr)(k1k2 · · · kr)−1 = (h1k1
−1)(h2k2

−1) · · · (hrkr
−1)

となる。よって (E3) より

k1h1
−1 = (h2k2

−1) · · · (hrkr
−1) ∈ H1 ∩ (H2 · · ·Hr) = 1

となり h1 = k1 である。同様に hi = ki がすべての i に対して成り立ち、記述の一意性
が得られる。以上より (D2) が成り立つ。

群 G が部分群 H, K の直積として G = H ×K と表されるとき、H (または K) を
G の直積因子という。直積因子が自明なもの、すなわち G と 1、しかないときG は直
既約 (indecomposable) であるという。直既約でないとき直可約 (decomposable) である
という。
群 G が、群 H1, · · · , Hr の外部直積であるとき、前述のように Hi を G の部分群と

考えると、H1, · · · , Hr は内部直積の条件をみたし、G はこれらの部分群の内部直積と
なる。したがって、その意味を十分に理解していれば、内部直積と外部直積はほぼ同じ
ように扱うことができる。

例 5.2.2. G = 〈a | a6 = 1〉 とし、H = 〈a2〉, K = 〈a3〉 とする。G, H, K はそれぞれ位
数 6, 3, 2 の巡回群で

H = {1, a2, a4}, K = {1, a3}

である。このとき G = H ×K である。したがって C6
∼= C3 × C2 である。
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この例より一般に次の命題が成り立つ。

命題 5.2.3. 互いに素な自然数 m, n に対してCmn
∼= Cm × Cn が成り立つ。

証明. Cmn = 〈a〉, Cm = 〈b〉, Cn = 〈c〉 とおく。f : Cmn → Cm ×Cn を f(ai) = (bi, ci) と
定めれば、これは群凖同型となる。f(ai) = (bi, ci) = 1 と仮定すると i は m と n の公倍
数で、したがって最小公倍数 mnの倍数となる。よって、このとき ai = 1で、Kerf = 1
となる。すなわち f は単射となるが |Cmn| = mn = |Cm ×Cn| なので、f は全単射とな
る。よって f は同型である。

例 5.2.4. p を素数とする。G を n 個の巡回群 Cp の直積とする。このような G を基本
可換 (p-)群 (elementary abelian p-group) という。基本可換 p-群は有限体 GF (p) 上 n
次元ベクトル空間を加法群と見たものと同型である。

演習問題

問 5.2.5. C6 × C4
∼= C12 × C2 を示せ。

問 5.2.6. C4 と C2 × C2 は同型ではないことを示せ。

問 5.2.7. (g, h) ∈ G×H とし、g ∈ G と h ∈ H は共に位数が有限であるとする。この
とき (g, h) の位数は有限で、o(g) と o(h) の最小公倍数となることを示せ。

問 5.2.8. 交換子群について D(G×H) = D(G)×D(H) を示せ。これを使って、G と
H がそれぞれ可解群であるならば G×H も可解群であることを示せ。
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有限生成アーベル群

アーベル群は交換法則をみたす演算をもつ群であり、一般の群と比べて扱いやすいもの
である。しかし一般のアーベル群の構造を考えることは難しい。ここでは有限生成アー
ベル群に限って考え、基本的かつ重要な「有限生成アーベル群の基本定理」を解説する
ことを目標とする。

6.1 有限アーベル群

次の「有限アーベル群の基本定理」を示すことがこの節の目標である。

定理 6.1.1 (有限アーベル群の基本定理). 有限アーベル群はいくつかの巡回群の直積

Ce1 × Ce2 × · · · × Cer

と同型である。ここで ei+1 | ei (i = 1, 2, · · · , r − 1), ei > 1 (i = 1, 2, · · · , r) とすること
ができ、この仮定の下で、数列 {ei} は一意的である。

簡単な例を見てみよう。例えば、位数 12 の有限アーベル群を分類することを考え
る。定理 6.1.1 によって、巡回群の直積Ce1 × Ce2 × · · · × Cer と書くことができ、位数
を見れば

∏r
i=1 ei = 12 である。ei+1 | ei に注意すれば、このような数列は

{12}, {6, 2}

以外にはないことが分かる。したがって位数 12 の有限アーベル群は

C12, C6 × C2

のいずれかと同型である。

問 6.1.2. 位数 16, 36 の有限アーベル群を分類せよ。

定理 6.1.1 の証明のためにいくつかの準備をする。まずは p-群に対してのみ定理を
示す。

47
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補題 6.1.3. p を素数とする。a をアーベル p-群 G の位数最大の元とするとき、G のあ
る部分群 H があって G = 〈a〉 ×H となる。

証明. G をアーベル p-群とする。a を G の位数最大の元とする。G のある部分群 H が
あって G = 〈a〉 ×H となることをG の位数に関する帰納法を用いて示す。G = 1 なら
ば主張は明らかなので G 6= 1 とする。

G = 〈a〉 ならば H = 1 として主張は成り立つので、G 6= 〈a〉 とし、b 6∈ 〈a〉 とする。
剰余群 G/〈a〉 を考えれば、これも p-群なので o(b〈a〉) は p-べきで o(b〈a〉) = ps とおくこ
とができる。このとき c = b(p

s−1) とおくと o(c〈a〉) = p である。よって c 6∈ 〈a〉, cp ∈ 〈a〉
である。このとき cp = am と書くことが出来るが、もし p - m とすると o(am) = o(a)
となり、よって o(c) = p · o(a) > o(a) となる。これは o(a) の最大性に反するので p | m
である。m = m′p とおく。d = ca−m′

とおく。このとき d 6∈ 〈a〉 で dp = 1 が成り立つ。
〈d〉 の位数が素数であることから 〈d〉 ∩ 〈a〉 = 1 である。
自然な全射 π : G → G/〈d〉 を考える。π を 〈a〉 に制限すれば、これは単射となるの

で |π(〈a〉)| = |〈π(a)〉| = |〈a〉| である。したがって π(a) は G/〈d〉 の位数最大の元であ
る。ここで帰納法の仮定から、G/〈d〉 のある部分群 U が存在してG/〈d〉 = 〈π(a)〉 × U
となる。

U ′ = π−1(U)とおいてG = 〈a〉×U ′となることを示す。Gはアーベル群なので 〈a〉EG,
U ′ EG であることは明らかである。x ∈ 〈a〉 ∩U ′ とすると、π(x) ∈ 〈π(a)〉 ∩U = 1 であ
る。よって x ∈ 〈a〉∩Kerπ = 1となり 〈a〉∩U ′ = 1である。g ∈ Gとする。π(g) = π(a)iu
となる整数 i と u ∈ U がある。π が全射であることから u′ ∈ U ′ で π(u′) = u なるも
のがある。このとき π(aiu′) = π(a)iu = π(g) より g ∈ aiu′〈d〉 なので g ∈ aiu′dj となる
整数 j がある。π(dj) = 1 ∈ U なので u′dj ∈ U ′ となり、G = 〈a〉U ′ である。以上より
G = 〈a〉 × U ′ となる。

補題 6.1.4. p を素数とする。アーベル p-群はいくつかの巡回群の直積と同型である。

証明. Gをアーベル p-群とし、aをGの位数最大の元とする。補題 6.1.3よりG = 〈a〉×H
なる部分群 H が存在し、H もアーベル p-群である。これを繰り返せば G は巡回群の
直積と同型となる。

補題 6.1.5. 有限アーベル群はいくつかの巡回群の直積と同型である。

証明. p1, · · · , p` を |G| を割り切る素因数のすべてであるとし、Pi ∈ Sylpi(G) とする。
このとき G =

∏`
i=1 Pi が成り立つことがすぐに分かる。補題 6.1.4 より各 Pi は巡回群

の直積であり、よって G も巡回群の直積となる。

問 6.1.6. 上の証明で G =
∏`

i=1 Pi となることを確認せよ。

補題 6.1.7. 有限アーベル群 G は

Ce1 × Ce2 × · · · × Cer

で ei+1 | ei (i = 1, 2, · · · , r − 1) をみたすように表すことができる。
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証明. 補題 6.1.5 の証明のように、p1, · · · , p` を |G| を割り切る素因数のすべてである
とし、Pi ∈ Sylpi(G) とする。各 Pi を巡回群の直積として

Cfi,1 × Cfi,2 × · · · × Cfi,`(i)

と表す。ここで各 fi,j は pi のべきなので、fi,1 ≥ fi,2 ≥ · · · ≥ fi,`(i) としておけば
fi,j+1 | fi,j である。`(i) (i = 1, 2, · · · , r) のうち、最大のものを ` とし、`(i) < ` なる i
については fi,`(i)+1 = · · · = fi,` = 1 を補って、長さを一定にしておく。

Gj =
∏r

i=1 Cfi,j とおくと、直積因子の巡回群の位数が互いに素であることから Gj

は位数
∏r

i=1 fi,j の巡回群に同型である。また、各 i について fi,j+1 | fi,j なので |Gj+1|
は |Gj| の約数である。よって G = G1×· · ·×G` が求める条件をみたす分解である。

補題 6.1.8. 有限アーベル群 G を補題 6.1.7 のように表すとき、数列 e1, · · · , er は一定
である。

証明. 一意性を示すために

G ∼= Ce1 × Ce2 × · · · × Cer

∼= Cf1 × Cf2 × · · · × Cfs

で ei+1 | ei (i = 1, 2, · · · , r − 1), fj+1 | fj (j = 1, 2, · · · , s − 1) とする。自然数 m に対
して

(G,m) = {g ∈ G | gm = 1}

とおく。a = (a1, · · · , ar) ∈ Ce1×· · ·×Cer に対してa ∈ (G,m)であることと、各 iについ
て ai ∈ (Cei ,m)となることは同値である。また、巡回群に対しては |(Cn,m)| = gcd(m,n)
である。
自然数 m に対して、S(m) で、m | ei なる i の数を、T (m) で、m | fj なる j の数

を表すものとする。ei+1 | ei という仮定から、i < j で m | ej ならば m | ei であること
に注意しておく。fi についても同様である。

p を素数とする。(G, p) を考えると、上記のことから |(G, p)| = pS(p) = pT (p) である。
よって S(p) = T (p) が成り立つ。また

|(G, p2)| = pS(p
2)+S(p) = pT (p2)+T (p)

となるので、S(p2) = T (p2) も成り立つ。同様に繰り返して、任意の ` に対して S(p`) =
T (p`) である。ei+1 | ei, fj+1 | fj に注意すれば、p` | ei と p` | fi が同値になることが分
かる。
上記のことがすべての素数 p に対して成り立つので、ei = fi となる。

以上の補題を合わせて定理 6.1.1 は証明される。

6.2 有限生成アーベル群

この節では必要な定義を与え、「有限生成アーベル群の基本定理」を紹介する。( (∗) の
付いている部分は、講義の際には省略して結果のみを紹介する場合もある。)
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ここではアーベル群の演算を加法的に表すことにする。この場合、直積を直和とい
い、アーベル群 A と B の直和を A⊕B で表す。(正確には直和と直積は厳密に区別さ
れるものであるが、ここで用いる範囲では同じものと思っても構わない。) 演算を加法
的に書く場合、無限位数巡回群は Z、有限位数 n の巡回群は Z/nZ と同型になるので、
これらの表記を用いる。

6.2.1 有限生成自由アーベル群

有限個の無限位数巡回群 Z の直和に同型な群

F ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z

を有限生成自由アーベル群 という。このときの直和因子の個数を F の階数、またはラ
ンクという。

命題 6.2.1. 有限生成自由アーベル群の階数はその分解によらず一定である。

証明. F = Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr を有限生成自由アーベル群とする。2F = {2f | f ∈ F} と
おくと 2F は F の部分群である。剰余群 F/2F を考えると、

F/2F ∼= Zx1/2Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr/2Zxr
∼= Z/2Z⊕ · · · ⊕ Z/2Z

が成り立ち、特に |F/2F | = 2r となる。|F/2F | は F の分解の仕方によらないから、階
数 r は一定である。

補題 (∗) 6.2.2. f : A → F をアーベル群 A から有限生成自由アーベル群 F への全準同
型とする。このとき B = Kerf とおけば、B は A の直和因子である。

証明. F = Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr とする。各 xi に対して f(ci) = xi となる ci ∈ A が存在す
る。C = Zc1 + · · ·+ Zcr とおいて A = B ⊕ C となることを示す。

a ∈ A とする。f(a) =
∑r

i=1 kixi と書くことができて、このとき c =
∑r

i=1 kici とお
けば f(c) = f(a) である。a = (a − c) + c であって f(a − c) = f(a) − f(c) = 0 より
a− c ∈ B で c ∈ C となるので a ∈ B + C である。よって A = B + C である。

b ∈ B∩C とする。c ∈ C なので c =
∑r

i=1 kici と書くことができて、このとき c ∈ B
より 0 = f(c) =

∑r
i=1 kixi である。F は自由群なので k1 = · · · = kr = 0 となり c = 0

である。よって B ∩ C = 0 となり A = B ⊕ C である。

命題 6.2.3. 有限生成自由アーベル群 F の部分群 A は、また有限生成自由アーベル群
で、A の階数は F の階数以下である。

証明 (∗). F = Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr とし、F の階数 r に関する帰納法によって命題を示す。
まず r = 1 の場合は、0 でない任意の部分群は無限位数巡回群となるので命題は成り
立つ。

r > 1とする。a ∈ Aは a =
∑r

i=1 aixi と書くことが出来るので、準同型 f : A → Zxr

を f(a) = arxr で定める。Imf = 0 ならば A ⊂ Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr−1 となるので、帰納
法の仮定から A は階数が r − 1 以下の自由アーベル群である。Imf 6= 0 とする。この
とき、ある 0 6= m ∈ Z が存在して Imf = mZxr となる。これは有限生成自由アーベル
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群だから、f : A → mZxr と見て、補題 6.2.2 を適用すれば、A = Kerf ⊕ C となる部
分群 C が存在する。C ∼= A/Kerf ∼= Imf = mZxr は Z と同型である。f の定義より
Kerf ⊂ Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr−1 となるので、帰納法の仮定から B は階数が r − 1 以下の自
由アーベル群である。したがって A は階数が r 以下の自由アーベル群である。

6.2.2 トーション部分群

Aをアーベル群とする。T (A)で Aの位数有限な元の全体を表すことにすると、これは A
の部分群となる。これを Aのトーション部分群、またはねじれ部分群という。T (A) = 0
であるとき A はトーション (ねじれ) のないアーベル群であるという。

命題 6.2.4. アーベル群 A に対して、剰余群 A/T (A) はトーションのないアーベル群で
ある。

証明. a ∈ A とし a ∈ T (A/T (A)) とする。ある 0 6= m ∈ Z が存在して ma = 0 である。
このとき ma ∈ T (A) である。よって、ある 0 6= n ∈ Z が存在して 0 = n(ma) = (nm)a
となる。したがって a ∈ T (A) となり a = 0 である。

補題 (∗) 6.2.5. 有限生成アーベル群の部分群は有限生成である。

証明. A を有限生成アーベル群とし、生成系を a1, · · · , ar とする。A =
∑r

i=1 Zai であ
る。F =

⊕r
i=1 Zxi を x1, · · · , xr を生成系とする自由アーベル群とし、π : F → A を

f(
∑r

i=1 kixi) =
∑r

i=1 kiai で定めれば、これは全準同型である。
B を A の部分群とする。π−1(B) は F の部分群で、よって命題 6.2.3 より有限生成

自由アーベル群である。y1, · · · , ys を π−1(B) の生成系とすれば B は π(y1), · · · , π(ys)
で生成され、よって有限生成である。

命題 6.2.6. 有限生成アーベル群 A に対して、T (A) は有限アーベル群である。

証明 (∗). 補題 6.2.5 より T (A) は有限生成である。a1, · · · , ar を T (A) の生成系とする。
このとき T (A) の任意の元は

∑r
i=1 kiai (ki ∈ Z) と表されるが、ai の位数を ni (< ∞)

とすれば、0 ≤ ki < ni とすることができ、よって有限個の元しかないことが分かる。

命題 (∗) 6.2.7. 有限生成でトーションのないアーベル群は自由アーベル群である。

証明. A をトーションのない有限生成アーベル群とする。x1, · · · , xr を A の生成系と
する。x1, · · · , xr の部分集合 y1, · · · , ym で、

∑m
i=1 Zyi =

⊕m
i=1 Zyi となるようなもの

を考え、そのうち、一番個数の多いものを考える。適当に番号を付け替えれば、それを
x1, · · · , xm としてよい。また B =

⊕m
i=1 Zxi とおく。

剰余群 A/B を考える。A/B は x1, · · · , xr で生成されるが、1 ≤ i ≤ m に対して
は xi ∈ B なので xi = 0 である。よって A/B は xm+1, · · · , xr で生成される。もし、
ある j (m + a ≤ j ≤ r) に対して xj の位数が無限であるならば、Zxj ∩ B = 0 とな
るので

∑m
i=1 Zxi + Zxj =

⊕m
i=1 Zxi ⊕ Zxj となり、個数の最大性に反する。よって xj

(m+a ≤ j ≤ r)は有限位数をもつ。xj (m+a ≤ j ≤ r)の位数の最小公倍数を `とする。
このとき A/B の任意の元は `倍すれば 0になる。よって Aの部分群 A(`) = {a` | a ∈ A}
を考えれば、A(`) ≤ B となる。B は有限生成自由アーベル群なので、命題 6.2.3 より
A(`) も有限生成自由アーベル群である。
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準同型 f : A → A(`) を f(a) = a` で定める。f は全射であり、また A が自由アーベ
ル群であることから単射である。よって A ∼= A(`) が成り立ち A は自由アーベル群であ
る。

6.2.3 有限生成アーベル群の基本定理

定理 6.2.8 (有限生成アーベル群の基本定理). A を有限生成アーベル群とする。この
とき

A = F ⊕ T (A)

で F は有限生成自由アーベル群、T (A) は有限アーベル群と書くことができる。ここで
F の階数は分解によらず一定であり、T (A) に対しては有限アーベル群の基本定理のよ
うな分解が一定に定まる。

証明 (∗). A/T (A) はトーションのない有限生成アーベル群なので、命題 6.2.7 より自由
アーベル群である。f : A → A/T (A) を自然な全準同型とするとKerf = T (A) で、補
題 6.2.2 より A = T (A)⊕B となるB が存在する。このとき B ∼= A/T (A) であるから、
B は有限生成自由アーベル群である。命題 6.2.6 より T (A) は有限アーベル群なので主
張が成り立つ。

この定理の F を A の自由部分、T (A) を A のトーション部分ともいう。これによっ
て有限生成アーベル群は

Z⊕ · · · ⊕ Z⊕ Z/e1Z⊕ · · · ⊕ Z/erZ

で ei+1 | ei となるように書くことができ、分解は一意的ではないが、この形は一定と
なる。

A のトーション部分群 T (A) は位数有限な元のすべてであるから A の特性部分群と
なる。しかし自由部分は一意的に定まるものではない。

演習問題

問 6.2.9. 位数 18, 24, 30 の有限アーベル群を分類せよ。

問 6.2.10. C4 × C6 × C10 を有限アーベル群の基本定理の形、すなわちCe1 × · · · × Cer

で ei+1 | ei (i = 1, 2, · · · , r − 1) をみたすようなの形、に書け。

問 6.2.11. p を素数とするとき、位数 p2 の群を分類せよ。

問 6.2.12. p を素数とするとき、位数 p3 のアーベル群を分類せよ。

問 6.2.13. A = Z ⊕ Z/2Z とし、その元を (a, b) (a ∈ Z, b ∈ Z/2Z = {0, 1}) と表す。
x = (1, 1), y = (0, 1) とするとA = 〈x〉 ⊕ 〈y〉 であることを示せ。(この例から有限生成
アーベル群の自由部分が一意的でないことが分かる。)
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