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1 古典力学
1.1 ニュートン力学
定義 1.1. 集合 Aを空でないとし，V をベクトル空間とする．u ∈ V に対し
て，写像 Tu : A → Aで以下を満たすものが与えられているとき，Aは V を
基準ベクトル空間とするアフィン空間という．

1. Tu ◦ Tv = Tu+v (∀u, v ∈ V )

2. 任意の P , Q ∈ Aに対して，Tv(P ) = Qを満たす v ∈ V がただ一つ存
在する．

Tv(P ) = P + vと書く．2.のとき，P + v = Qまたは v = Q− P と書く．

定義 1.2 (アフィン写像). A, A′ を V , V ′ をそれぞれ基準ベクトル空間とす
るアフィン空間とする．f : A → A′に対して，ある線形写像 Lf : V → V ′が
存在して，

f(P + u) = f(P ) + Lfu (∀P ∈ A, ∀u ∈ V )

が成り立つとき，f をアフィン写像という．

以下，ニュートン時空 S を導入する．S は R4 を基準ベクトル空間とする
アフィン空間とする．S の点を事象という．

定義 1.3. 時空 S 上には全射なアフィン写像 τ : S → Rが定義されている．
τ(p) = τ(q)のとき，pと qは同時事象であるという．
∆τ(p, q) := τ(q)− τ(p)を事象 pと qの時間間隔という．

Et = {p ∈ S|τ(p) = t}

時刻 tにおける事象空間という．p, q ∈ Etに対して，p− q ∈ R4のユークリッ
ドノルム∆s(p, q) := ∥p− q∥R4 を pと qの同時事象間の距離という．
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定義 1.4 (ガリレイ変換). 全単射なアフィン写像 α : S → R3×Rで，α(p) =

(x1, x2, x3, t), α(q) = (y1, y2, y3, s)に対して，

∆τ(p, q) = s− t,

∆s(p, q)2 = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 (∆τ(p, q) = 0のとき)

を満たすとき，αをニュートン時空 S 上の慣性系であるといい，S 上の慣性
系 α, β に対し，β ◦ α−1 をガリレイ変換という．
命題 1.5. ニュートン時空 S 上のガリレイ変換全体は群になる．この群をガ
リレイ群という．
g1, g2 をガリレイ変換とする．g1 ◦ g2 もガリレイ変換になることを確認す

る．S 上の慣性系 α1, β1, α2, β2 が存在し，

g1 = β ◦ α−1, g2 = β2 ◦ α−1
2

となる．γ := β1◦α−1
1 ◦β2とおくと，γはアフィン写像であり，g1◦g2 = γ◦α−1

2

が成り立つ．

γ(q)4 − γ(p)4 = β1(α
−1
1 ◦ β2(q))

4 − β1(α
−1
1 ◦ β2(p))

4

= τ(α−1 ◦ β2(p), α
−1
1 ◦ β2(q))

= α1(α
−1
1 ◦ β2(q))

4 − α1(α
−1
1 ◦ β2(p))

4

= β2(q)
4 − β2(p)

4 = τ(p, q).

3∑
i=1

(γ(q)i − γ(p)i)2 =

3∑
i=1

(β1(α
−1
1 ◦ β2(q))

i − β1(α
−1
1 ◦ β2(p))

i)2

= ∆s2(α−1 ◦ β2(p), α
−1
1 ◦ β2(q))

=

3∑
i=1

(α1(α
−1
1 ◦ β2(q))

i − α1(α
−1
1 ◦ β2(p))

i)2

=

3∑
i=1

(β2(q)
i − β2(p)

i)2 = ∆s2(p, q).

命題 1.6. ガリレイ変換 gに対して，

g(x, t) = (x′, t′) ∈ R3 × R

とすると，t0 ∈ R, a, v ∈ R3 と A ∈ O(3)が存在し，

t′ = t+ t0,

x′ = Ax+ a+ tv

が成り立つ．ガリレイ群は 10次元 Lie群である．
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g(0, 0) = (a, t0)とおく．また，L(x, t) := g(x, t) − g(0, 0)とすると，L ∈
GL(R4)．L(1, 0) = (v, α), L(0, x) = (Ax, l(x))とおく．このとき，A : R3 →
R3, l : R3 → Rは線形である．また，

g(x, t) = (Ax+ vt+ a, αt+ l(x) + t0)

と書ける．(x′, t′) = g(x, t), (x′′, t′′) = g(x1, t1)とすると，t′ − t′′ = α(t −
t1) + l(x− x1). 一方，t′ − t′′ = t− t1. x = x1 とすれば，α = 1，x1 = 0と
すれば，l(x) = 0が分かる．∥g(x, t)− g(0, t)∥2R4 = ∥Ax∥2R3 . また，∥g(x, t)−
g(0, t)∥2R4 = ∥x∥2R3 であり，Aは線形写像であるから，A ∈ O(3).

慣性系では，等速直線運動は t → (x(t), t + t0) ∈ R3 × R である．上記の
ガリレイ変換の表示から，次の命題が分かる．
命題 1.7. ガリレイ変換は等速直線運動を等速直線運動に写す．

1.2 ニュートンの配位空間
定義 1.8. 拘束されていないN 個の粒子の配位空間は

M = {(x1, ..., xN ) | xi ∈ R3, ∀i} ≡ R3N .

で与えられる．
ニュートンの運動第二法則

mẍi = Fi(x1, ..., xN , ẋ1, ..., ẋN ).

ここで，F : M → R3 は力と呼ばれる関数である．
定義 1.9. V : M → R，

Fi = −∇iV ∀i = 1, ..., N

を満たす V をポテンシャルという．ポテンシャルが存在する場合，ニュート
ン系は保存系であるという．
定義 1.10.

T :=
1

2

N∑
i=1

mi

{
(ẋ1

i )
2 + (ẋ2

i )
2 + (ẋ3

i )
2
}
=

1

2

N∑
i=1

mi⟨ẋi, ẋi⟩

を運動エネルギーという．
E := T + V

を (保存系の)全エネルギーという．
命題 1.11 (エネルギー保存則). 保存系では，エネルギー保存則 dE/dt = 0

が成り立つ．

∵　dE

dt
=

N∑
i=1

mi⟨ẋi, ẍi⟩+
N∑
i=1

⟨∇iV, ẋi⟩ = 0
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1.3 ラグランジュ形式
定義 1.12. M ⊂ R3N を部分多様体とする．接バンドル TM をラグランジュ
相空間という．ラグランジュ関数と呼ばれる滑らかな L : TM → Rが与えら
れたとき，

S(γ) =

∫ b

a

L(γ(t), γ̇(t))dt

をラグランジュ関数 (ラグランジアン)Lに対する作用汎関数という．ここで，
γ : I → M , I = [a, b] ⊂ Rは連続的微分可能とする．

定義 1.13. γ : I → M に対して

γ̃ : (−ϵ, ϵ)× I → M

γ̃(0, t) = γ(t), γ̃(s, a) = γ(a), γ̃(s, b) = γ(b), ∀s ∈ (−ϵ, ϵ)

を満たす γ̃ を γ の変分という．γs = γ̃(s, ·) : I → M と書く．

定義 1.14. 作用 S と曲線族 γs に対して，

δS(γ) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

S(γs)

を γ における S の第一変分という．

定義 1.15. δS(γ) = 0となる γ を作用 S の臨界点という．

定理 1.16 (オイラー–ラグランジュ方程式). γ = (q1, ..., qn)が Lに対する作
用 S の臨界点ならば，

∂L

∂qi
(q, q̇)− d

dt

∂L

∂q̇i
(q, q̇) = 0

が成り立つ．

証明の概略：
δS(γ) =

∫ b

a

δL(γ, γ̇)dt

が成り立つ．ここで，

δL(γ, γ̇) = DL(γ, γ̇)(δγ, δγ̇),

δγ =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

γs, δγ =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

γ̇s

δγ = (δq1, ..., δqn), δγ = (δq̇1, ..., δq̇n) と座標表示すると，

δS(γ) =

∫ b

a

DL(γ, γ̇)(δγ, δγ̇)dt

=

∫ b

a

n∑
i=1

(
∂L

∂qi
(q, q̇)δqi +

∂L

∂q̇i
(q, q̇)δq̇i

)
dt
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δq̇i = d(δqi)/dt，δqi(a) = δqi(b) = 0に注意して部分積分すると，

δS(γ) =

n∑
i=1

∫ b

a

{
∂L

∂qi
(q, q̇)− d

dt

(
∂L

∂q̇i
(q, q̇)

)}
δqidt.

よって，δS(γ) = 0と δqi の任意性から
∂L

∂qi
(q, q̇)− d

dt

∂L

∂q̇i
(q, q̇) = 0.

保存系における n次元ラグランジュ系は次からなる．

1. n次元リーマン多様体M

2. ポテンシャル V : M → R

3. 運動エネルギーと呼ばれる TMq 上の二次形式 Tq : TMq → R

Tq(v) =
1

2
⟨v, v⟩q =

1

2
∥v∥2q.

⟨·, ·⟩ : TMq × TMq → R, リーマン計量から定まる内積

4. ラグランジュ関数（ラグランジアン) L : TM → R,

L(q, v) = Tq(v)− V (q).

保存系における N 粒子ニュートン系をラグランジュ系で考える．M = R3N

上の計量
⟨v, w⟩ =

N∑
i=1

mi(v
1
iw

1
i + v2iw

2
i + v3iw

3
i ).

ラグランジアン

L(q, v) =
1

2

N∑
i=1

mi((v
1
i )

2 + (v2i )
2 + (v3i )

2)− V (q)

オイラーラグランジュ方程式からニュートンの運動方程式が再現される．
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