
体論・筆答レポート (第二回 2022/01/20) 解答例

1. K = Q(ω, 3
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2) である。(ω は 1 の原始 3 乗根。)

(1) G = Gal(K/Q) = {σi | i = 1, 2, . . . , 6} である。ただし σi は
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で定まる自己同型である。G の部分群は G, ⟨σ2⟩ = {σ1, σ2, σ3}, ⟨σ4⟩ = {σ1, σ4}, ⟨σ5⟩ = {σ1, σ5},
⟨σ6⟩ = {σ1, σ6}, 1 = {σ1} の 6 個である。

(2) KG = Q, K⟨σ2⟩ = Q(ω), K⟨σ4⟩ = Q( 3
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2. (1) Gal(Q(ζ)/Q) ∼= (Z/12Z)× = {1, 5, 7, 11} であり、その対応 Φ : (Z/12Z)× → Gal(Q(ζ)/Q) は ζΦ(i) = ζi

で定まる。したがって G = Gal(Q(ζ)/Q) = {σi | i ∈ {1, 5, 7, 11}} である。ただし σi は ζσi = ζi で定
まる自己同型である。
G ∼= C2×C2 であるからG の部分群は G, ⟨σ5⟩ = {σ1, σ5}, ⟨σ7⟩ = {σ1, σ7}, ⟨σ11⟩ = {σ1, σ11}, 1 = {σ1}
の 5 個である。

(2) Q(ζ)G = Q, Q(ζ)⟨σ5⟩ = Q(ζ + ζ5), Q(ζ)⟨σ7⟩ = Q(ζ8), Q(ζ)⟨σ11⟩ = Q(ζ + ζ11), Q(ζ)1 = Q(ζ)

(3) 2 次体は Q(ζ)⟨σ5⟩ = Q(
√
−1), Q(ζ)⟨σ7⟩ = Q(
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3. (1) G = Gal(F36/F3) = ⟨σ⟩ ∼= C6 である。ただし σ は ασ = α3 (∀α ∈ F36) なる写像である。

(2) F36 , F33 , F32 , F3

4. Φ16(x) = x8 + 1

5. (1) f(α) = f(β) とする。0 = αp − βp = (α− β)p であり、K は体なので α− β = 0、すなわち α = β とな
る。f は単射である。

(2) K = Fp(x) (有理関数体) とする。このとき次数を考えれば αp = x となる α ∈ K は存在しないので f
は全射ではない。

6. σ ∈ G とする。ι : L → K と µ : M → L をそれぞれ埋め込みとして K-同型 µσι : M → K を定める。
m ∈ M に対しては mµσι = mσ である。M/K がガロア拡大なので Mσ = Mµσι = M である。

σ ∈ G, τ ∈ GM とする。m ∈ M に対して、mσ ∈ Mσ = M であることに注意してmστσ−1

= (mσ)τσ
−1

=

(mσ)σ
−1

= m である。よって στσ−1 ∈ GM となり GM ◁ G である。

7. G = Gal(L/Q) とおく。σ′ : L → C を zσ
′
= z (複素共役) で定めれば、これは中への Q-自己同型である。

L は R に含まれないから σ は恒等写像ではない。L/Q がガロア拡大であるから Lσ′
= L が成り立ち、値域

を制限して σ : L → L が定義される。σ ∈ G である。σ2 = 1 なので ⟨σ⟩ = {1, σ} は位数 2 の G の部分群と
なる。M = L⟨σ⟩ とおけばガロア理論の基本定理から [L : M ] = 2 である。また σ 不変であるということは
R に含まれるということなので M ⊂ R となる。


