
群論演習 (第一回 2012/10/02)

1. 集合 A の二項演算を f : A × A → A とする。この演算に関する結合
法則を f を用いて表せ。同様に単位元の性質を f を用いて表せ。

2. 群 G の元 a, b, ai に対して、次のことを示せ。

(1) (a−1)−1 = a である。

(2) (ab)−1 = b−1a−1 である。より一般に (a1 · · · aℓ)−1 = aℓ
−1 · · · a1−1

である。

3. 群 G の部分集合 H が G の部分群であることの定義を述べよ。

4. H, K が群 G の部分群ならば、H ∩ K も G の部分群であることを
示せ。

5. H, K が群 G の部分群であっても、H ∪K は G の部分群であるとは
限らない。H ∪K が G の部分群にならないような例を一つ答えよ。

6. 群 G の中心 Z(G) は G の部分群であることを示せ。ただし、ここで
Z(G) = {a ∈ G |任意の x ∈ G に対して ax = xa} である。

7. H が群 G の部分群であるならば H = H−1 であることを示せ。

8. Z を加法群と見る。

(1) n ∈ Z に対して nZ = {nℓ | ℓ ∈ Z} は Z の部分群であることを
示せ。

(2) Z の部分群 nZ による剰余類分解とその完全代表系を求めよ。

9. G を群、H をその部分群とする。a, b ∈ G に対して、ab−1 ∈ H とな
るときに a ∼r b として、G 上の関係 ∼r を定める。このとき ∼r は同
値関係であることを示せ。

10. G を群とし a ∈ G とする。写像 f : G → G を f(g) = ag で定めれば、
f は全単射であることを示せ。

11. 複素数を成分とする n 次正則行列全体の集合 GLn(C) は行列の乗法を
演算として群となることを示せ。



群論演習 (第二回 2012/10/09)

1. G をアーベル群とする。自然数 n を固定する。

H = {g ∈ G | gn = 1}, K = {gn | g ∈ G}

とする。このとき H, K は G の部分群になることを示せ。

2. 3 次対称群 G = S3 を考える。

(1) G の元をすべて書け。

(2) H = {g ∈ G | g3 = 1} を求め、H は G の正規部分群になること
を示せ。

(3) K = {g ∈ G | g2 = 1} を求め、K は G の部分群ではないことを
示せ。

3. G を有限群とし、g ∈ G とする。元 g の位数 o(g) は群 G の位数 |G|
の約数であることを示せ。

4. G を有限群とし、位数 |G| は素数であるとする。このとき G の部分群
は自明なもの、すなわち 1 と G、に限ることを示せ。

5. G を群、H を G の部分群とする。

(1) g ∈ G に対して、gHg−1 = {ghg−1 | h ∈ H} も G の部分群であ
ることを示せ。

(2) NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H} とおく。このとき NG(H) は G
の部分群であることを示せ。(NG(H) を H の G における正規化
群 (normalizer) という。)

(3) x, y ∈ G に対して

xHx−1 = yHy−1 ⇐⇒ xNG(H) = yNG(H)

を示せ。

(4) x ∈ G に対してNG(xHx−1) = xNG(H)x−1 であることを示せ。

6. 群 G の任意の元 x に対して x2 = 1 が成り立つならばG はアーベル群
であることを示せ。



群論演習 (第三回 2012/10/16)

1. 置換
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 5 8 1 2 7 9 4

)
を共通の数字を含まないいくつかの

巡回置換の積に分解し、その型を求めよ。また、この置換の位数を求
めよ。

2. 巡回置換 (1 2 · · · ℓ) = (1 ℓ)(1 ℓ− 1) · · · (1 3)(1 2) を示せ。

3. 任意の n 次の置換はいくつかの互換の積として表すことが出来ること
を示せ。

4. σ = (1 5)(2 4 3), τ = (1 2 3)とし、τστ−1 を計算せよ。

5. 5 次対称群 S5 に長さ 3 の巡回置換はいくつあるか答えよ。

6. 置換 (1 2 3 4 5), (1 2 3 4)(5 6) の符号をそれぞれ求めよ。

7. A4 の元をすべて書け。

8. GL2(2) の元をすべて書け。ただし F2 = {0, 1} と表すことにする。

9. GLn(q) の位数を求めよ。

10. n次直交群 O(n)は GLn(R)の部分群になることを示せ。ただし O(n) =
{T ∈ GLn(R) | tTT = T tT = E (単位行列)} である。

11. H が G の部分群で N が G の正規部分群ならばHN は G の部分群で
あることを示せ。また H, K が群 G の正規部分群ならば、HK も G
の正規部分群であることを示せ。

12. H が G の部分群で N が G の正規部分群ならばH ∩N は H の正規
部分群であることを示せ.

13. 巡回群の部分群は巡回群であることを示せ。

14. N ⊴G とし g ∈ G とする。このとき剰余群 G/N における gN の位数
o(gN) は o(g) の約数であることを示せ。ただし g と gN の位数はそれ
ぞれ有限であるものとする。



群論演習 (第四回 2012/10/23)

1. Z を加法群と見る。a ∈ Z を一つ固定する。このとき f : Z → Z を
f(x) = ax で定めれば、これは凖同型であることを示せ。

2. G を群とし g ∈ G を一つ固定する。このとき f : G → G を f(x) =
g−1xg で定めれば、これは凖同型であることを示せ。

3. G をアーベル群とする。f : G → G を f(x) = x2 で定めれば、これは
凖同型であることを示せ。また、G がアーベル群でないならば、f は
凖同型にならないことを示せ。

4. n-次元実ベクトル空間 Rn を加法群と見る。f : R2 → R2 を f((a, b)) =
(b, 0) で定める。

(1) f は凖同型であることを示せ。

(2) f の核と像を求めよ。

5. 群 G と単凖同型 f : G → G で同型でないものを具体的に一つ構成
せよ。

6. 群 G と全凖同型 f : G → G で同型でないものを具体的に一つ構成せ
よ。(やや難しい。例えば G として多項式環 R[x] を加法群と見たもの
を考える。)

7. f : G → H を群凖同型とし A ≤ H とする。このとき f−1(A) ≤ G で
あることを示せ。また A⊴H ならば f−1(A)⊴G であることを示せ。

8. f : G → H を群凖同型とし B ⊴ G としても、f(B) ⊴ H とは限らな
い。このような例を具体的に構成せよ。

9. 群準同型 f : G → H が単射であることと Kerf = 1 であることは同値
であることを示せ。

10. G を群とする。a, b ∈ G に対して [a, b] = aba−1b−1 とおいて、これを
a と b の交換子 (commutator) という。G のすべての交換子で生成さ
れる部分群を G の交換子群 (derived subgroup) といい D(G) と書く。

(1) [a, b] = 1 であることと a と b が可換であることは同値であるこ
とを示せ。

(2) D(G) は G の正規部分群であることを示せ。

(3) G/D(G) はアーベル群であることを示せ。

(4) N ⊴G とする。G/N がアーベル群ならば D(G) ⊂ N であること
を示せ。



群論演習 (第五回 2012/10/30)

1. f : G → H を群凖同型とする。

(1) Imf は H の部分群であることを示せ。

(2) Kerf は G の正規部分群であることを示せ。

(3) N⊴GがN ⊂ Kerf をみたすとする。このとき写像 f : G/N → H,
f(gN) = f(g)が矛盾なく定義でき、更に準同型となることを示せ。

(4) (3) で定義された f の核を求めよ。

2. Z などを加法群と見る。Z/nZ の元は a = a + nZ のように略記する。
異なる n に対しても同じ記号を用いるので注意すること。

(1) 凖同型 f : Z → Z, f(x) = 4x の核と像を求めよ。またこの凖同型
に凖同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

(2) 凖同型 f : Z → Z/8Z, f(x) = 6x の核と像を求めよ。またこの凖
同型に凖同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

(3) 凖同型 f : Z/12Z → Z/8Z, f(x) = 6x の核と像を求めよ。またこ
の凖同型に凖同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

(4) 凖同型 f : Z/8Z → Z/8Z, f(x) = 3x の核と像を求めよ。またこ
の凖同型に凖同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

3. f : R → C× = C − {0} を f(θ) = eiθ で定める。ただし i は虚数単位
である。

(1) f は加法群 R から乗法群 C× への凖同型であることを示せ。

(2) f の像と核を求めよ。

(3) f に凖同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

4. N ⊴G とし f : G → G/N を自然な全凖同型とする。

(1) G/N の部分群 B に対して f(f−1(B)) = B を示せ。

(2) G の部分群 A が N を含むならば f−1(f(A)) = A であることを
示せ。

(3) A を G の部分群で N を含むもの全体の集合、B を G/N の部
分群全体の集合とする。このとき A と B の間には全単射が存在
することを示せ。



群論演習 (第六回 2012/11/06)

1. G, H, K を群とし、f : G → H, g : H → K を準同型とする。このと
き合成写像 g ◦ f : G → K も準同型であることを示せ。

2. f : G → H を同型、すなわち準同型かつ全単射、とする。このとき逆
写像 f−1 : H → G も同型であることを示せ。

3. H ≤ G, N ⊴G とする。このとき H ∩N ⊴H であることを示せ。

4. 巡回群 G = ⟨g⟩ と群 H を考える。準同型 f : G → H は f(g) のみに
よって定まることを示せ。

5. Cn で位数 n(< ∞) の巡回群を表すことにする。C4 から C6 への準同
型をすべて書け。また、それぞれの準同型に準同型定理を適用して得
られる同型を答えよ。

6. C8 から C8 への準同型をすべて書け。また、得られた準同型のうち、
どれが同型であるかを答えよ。

7. |Aut(Cn)| = φ(n) であることを示せ。ただし φ(n) はオイラー関数で、
n 以下の自然数で n と互いに素であるものの個数を表すものとする。

8. G, H を有限群とし f : G → H を準同型とする。g ∈ G に対して
o(f(g)) | o(g) であることを示せ。特に f が同型ならば o(f(g)) = o(g)
であることを示せ。ただし o(g) は群の元 g の位数を表すものとする。

9. 群 G の中心 Z(G) = {a ∈ G | 任意の x ∈ G に対して ax = xa} は G
の特性部分群であることを示せ。

10. N ⊴G とし H を N の特性部分群とする。このとき H ⊴G であるこ
とを示せ。

11. 位数 6 の巡回群 G = C6 の部分群をすべて決定せよ。また、それらは
すべて G の特性部分群であることを示せ。

12. 位数 n の有限巡回群 G = Cn の部分群をすべて決定せよ。また、それ
らはすべて G の特性部分群であることを示せ。



群論演習 (第七回 2012/11/13, 訂正版)

1. 群 G が集合 X に左から作用することの定義を書け。

2. 群 G の G 自身への左からの作用を gx = gxg−1 で定める。これが作用
になることを確認せよ。

3. N⊴Gとする。Gの N への左からの作用を gn = gng−1 (g ∈ G, n ∈ N)
で定める。これが作用になることを確認せよ。

4. 群 G は集合 X に左から作用するものとする。

(1) x, y ∈ X に対して y = gx となる g ∈ G が存在するとき x ∼ y と
して、X 上の関係 ∼ を定める。このとき ∼ は同値関係であるこ
とを示せ。

(2) x ∈ X に対して Gx = {g ∈ G | gx = x} とおく。Gx は G の部分
群であることを示せ。(Gx を安定化部分群という。)

(3) x ∈ X, g, h ∈ G に対して gx = hx であることと gGx = hGx であ
ることは同値であることを示せ。

(4) (1)の同値関係について、x ∈ X を含む同値類を Gxと表す。すな
わちGx = {gx | g ∈ G}である。|Gx| < ∞ならば |Gx| = |G : Gx|
であることを示せ。(Gx を x を含むG-軌道、または単に軌道と
いう。)

5. G を対称群 S6 の部分群で置換 (1 2) と (4 5 6) で生成されるものと
する。

(1) G の元をすべて書け。

(2) G は X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} に左から自然に作用する。1 ∈ X の安
定化部分群を求めよ。

(3) X の G-軌道をすべて求めよ。

6. S を実数を成分とする n 次対称行列全体の集合とする : S = {A ∈
Mn(R) | tA = A}。また O(n) = {T ∈ GLn(R) | tT = T−1} を n 次直
交群とする。O(n) は S に TA = TAT−1 (T ∈ O(n), A ∈ S) によって
作用する。

(1) 上の定義が作用であることを確認せよ。

(2) 任意の O(n)-軌道は対角行列を含むことを説明せよ。



群論演習 (第八回 2011/11/20, 訂正版)

1. N ⊴ G とする。H ⊴ G で N ≤ H なるものに対し H/N ⊴ G/N であ
ることを示せ。

2. f : G → H を群準同型とする。

(1) Y ⊂ H に対して f−1(Y ) の定義を書け。Y ≤ H ならば f−1(Y ) ≤
G であることを示せ。

(2) X ⊂ G に対して f(X) の定義を書け。X ≤ G ならば f(X) ≤ H
であることを示せ。

3. G をアーベル群とする。全準同型 f : G → H が存在するとき H も
アーベル群となることを示せ。

4. G を巡回群とする。全準同型 f : G → H が存在するとき H も巡回群
となることを示せ。

5. Gを 3次対称群 S3とする。Gの G自身への左からの作用を gx = gxg−1

で定める。

(1) G による軌道をすべて求めよ。

(2) x = (1 2 3) に対して、安定化部分群 Gx を求めよ。

(3) G の類等式を求めよ。

6. 5 次対称群 S5 の部分群G = ⟨(1 2)(3 4 5), (3 4)⟩ を考える。G は自然
に X = {1, 2, 3, 4, 5} に作用する。

(1) G の元をすべて書け。(まず G = ⟨(1 2), (3 4 5), (3 4)⟩ であるこ
とを示す。次に H = ⟨(3 4 5), (3 4)⟩ を決定する。最後に G を求
める。)

(2) G による X の軌道をすべて求めよ。

(3) x = 1, 2, 3, 4, 5 に対して、その安定化部分群 Gx を求めよ。

7. n を自然数とする。Z/nZ を乗法に関するモノイドと見て、その単数群
を U(Z/nZ) とする。

(1) g+nZ ∈ U(Z/nZ)と a+nZ ∈ Z/nZに対して、(g+nZ)(a+nZ) =
ga + nZ とすれば、これは U(Z/nZ) の Z/nZ への作用となるこ
とを示せ。

(2) n = 5, 6, 8 に対して (1) の作用を考え、その軌道を求めよ。



群論演習 (第九回 2012/12/04)

1. G を群とする。また H ≤ G とし g ∈ G とする。

(1) gHg−1 ≤ G であることを示せ。

(2) f : H → gHg−1 を f(h) = ghg−1 で定めると、これは群の同型と
なることを示せ。

(3) x, y ∈ G について xHx−1 = yHy−1 であることと xNG(H) =
yNG(H) であることは同値であることを示せ。ただし NG(H) =
{g ∈ G | gHg−1 = H} (G における H の正規化群) である。

2. G は集合 X に左から作用するものとする。x, y ∈ X とし y = gx
(g ∈ G) とする。このとき安定化部分群について Gy = gGxg

−1 である
ことを示せ。

3. 3 次対称群 S3 について以下の問いに答えよ。

(1) S3 の共役類をすべて求め、S3 の類等式を書け。

(2) S3 の部分群をすべて求めよ。

(3) (2) で求めた部分群を共役なものに分類せよ。(S3 は共役によって
部分群全体の集合に作用する。この軌道を求めよ。)

4. p を素数とするとき、位数 p2 の群はアーベル群であることを以下の方
針で示せ。

(1) 一般に、群 Gについて、G/Z(G)が巡回群であるならば Gはアー
ベル群であることを示せ。

(2) 位数 p2 の群の類等式の可能性をすべて書け。

(3) 位数 p2 の群はアーベル群であることを示せ。

5. G を位数 120 の群とする。

(1) p = 2, 3, 5 について G のシロー p-部分群の位数を答えよ。

(2) p = 2, 3, 5 について G のシロー p-部分群の個数の可能性につい
て、シローの定理から分かる範囲で答えよ。



群論演習 (第十回 2012/12/11)

1. G を位数 80 の群とする。

(1) p = 2, 3, 5 について G のシロー p-部分群の位数を答えよ。

(2) p = 2, 3, 5 について G のシロー p-部分群の個数の可能性につい
て、シローの定理から分かる範囲で答えよ。

2. G を位数 15 の群とする。

(1) p = 3, 5 について G のシロー p-部分群の位数を答えよ。

(2) p = 3, 5 について G のシロー p-部分群の個数の可能性について、
シローの定理から分かる範囲で答えよ。

(3) G の元の位数について分かることを考察せよ。

(4) G は巡回群であることを示せ。

3. p を素数とし、G を有限群とする。G の正規 p-部分群 Q は G の任意
のシロー p-部分群に含まれることを示せ。

4. 次の群を考える。

G = ⟨x, y, z | x2 = y2 = z3 = 1, yx = xy, zx = yz, zy = xyz⟩

(1) G の任意の元は xiyjzk の形に書くことが出来ることを確認し、G
の元をすべて書け。

(2) G の元の位数をすべて求めよ。

(3) 位数が 2-べきである元の個数を求めよ。

(4) G のシロー 2 部分群は正規部分群であることを示せ。

(5) G のシロー 3 部分群の個数を求めよ

(6) G の共役類をすべて求め、類等式を書け。

5. Gを有限群としH をGの正規部分群とする。pを素数とし P ∈ Sylp(H)
とする。このとき G = HNG(P ) となることを示せ。

6. Gを有限群、P ∈ Sylp(G)としH = NG(P )とおく。このとき NG(H) =
H であることを示せ。



群論演習 (第十一回 2012/12/18)

1. G を位数 36 の群とする。

(1) p = 2, 3 について G のシロー p-部分群の位数を答えよ。

(2) p = 2, 3 について G のシロー p-部分群の個数の可能性について、
シローの定理から分かる範囲で答えよ。

2. G を位数 21 の群とする。

(1) G のシロー 7-部分群は G の正規部分群であることを示せ。

(2) G の位数 7 の元の個数を求めよ。

3. G を有限群とし p を素数とする。また P ∈ Sylp(G), N ⊴G とする。

(1) P ∩N ∈ Sylp(N) であることを示せ。

(2) PN/N ∈ Sylp(G/N) であることを示せ。

4. G を位数 56 の群とする。G のシロー 2-部分群、または G のシロー 7-
部分群はG の正規部分群となることを示せ。

5. G = ⟨x | x6 = 1⟩ = {1 = x0, x1, x2, x3, x4, x5} について、次の問いに答
えよ。

(1) G のシロー 2-部分群 P とシロー 3-部分群 Q を求めよ。

(2) G = P ×Q であることを示せ。

6. H, K を有限群とし G = H × K とする。G の元は (h, k)、ただし
h ∈ H, k ∈ K と書くことができる。(h, k) の位数は h の位数と k の
位数の最小公倍数になることを示せ。

7. H ⊴G, K ⊴G, H ∩K = 1 とする。このとき H の任意の元と K の任
意の元は可換になることを、交換子 [h, k] = hkh−1k−1 (h ∈ H, k ∈ K)
を考えることによって示せ。

8. p, q を相異なる素数とする。|G| = paqb であり、G のシロー p-部分群
P とシロー q-部分群 Q は共に G の正規部分群であるとする。このと
き G = P ×Q であることを示せ。

9. C6 ×C4
∼= C12 ×C2 であることを示せ。ただし Cn は位数 n の有限巡

回群を表すものとする。

10. C4 と C2 × C2 は同型ではないことを示せ。



群論演習 (第十二回 2013/01/08, 訂正版)

1. 以下の位数のアーベル群をそれぞれ分類せよ。

(1) 4

(2) 8

(3) 12

(4) 100

(5) 60

2. G を有限アーベル群とし ℓ = lcm{o(x) | x ∈ G} とする。このとき
o(y) = ℓ となる y ∈ G が存在することを示せ。ただし o(x) は x ∈ G
の位数、lcm は最小公倍数を意味するものとする。(G がアーベル群で
ないときは、主張は成り立たない。そのような例についても考察せよ。)

3. 群の直積とその中心について

Z(G×H) = Z(G)× Z(H)

が成り立つことを示せ。

4. p を素数とし G を有限アーベル群とする。

(1) P = {g ∈ G | gp = 1} は G の部分群であることを示せ。

(2) G の位数 p の元の個数は、ある自然数 e があって pe − 1 と書け
ることを示せ。

5. G, H を有限群とし、|G| と |H| は互いに素であるものとする。K を
直積 G×H の部分群とする。このとき K = (K ∩G)× (K ∩H) とな
ることを示せ。ただし G, H は自然な方法で G×H の部分群であると
考えることとする。

6. 問 5 で、|G| と |H| が互いに素でないならば、K = (K ∩G)× (K ∩H)
は一般に成り立たない。このような例を作れ。

7. H を有限群 G の正規部分群とする。p を素数とし P ∈ Sylp(G) とす
る。P ⊂ H ならば、任意の Q ∈ Sylp(G) についてQ ⊂ H となること
を示せ。

8. 加法群 Z/8Z の自己同型群の構造を決定せよ。



群論演習 (第十三回 2013/01/15)

1. 以下の位数のアーベル群をそれぞれ分類せよ。

(1) 6

(2) 9

(3) 24

(4) 72

2. G を位数 80 の群とする。

(1) p = 2, 5 について G のシロー p-部分群の位数を答えよ。

(2) p = 2, 5 について G のシロー p-部分群の個数の可能性について、
シローの定理から分かる範囲で答えよ。

3. A を (有限とは限らない) アーベル群とする。T = {a ∈ A | o(a) < ∞}
とおくと T は A の部分群であることを示せ。

4. H を有限群 G の正規部分群とする。p を素数とし P ∈ Sylp(G) とす
る。P ⊂ H ならば、任意の Q ∈ Sylp(G) についてQ ⊂ H となること
を示せ。

5. G を有限群とし H ≤ G, N ⊴G とする。このとき

|HN | = |H| · |N |
|H ∩N |

であることを示せ。(同じことが H ≤ G, N ≤ G でも成立する。余裕
があればこれも示せ。)

6. A, B, B′ を群とし f : B → A, f ′ : B′ → A を準同型とする。C =
{(b, b′) ∈ B ×B′ | f(b) = f ′(b′)} とおく。

(1) C は B ×B′ の部分群であることを示せ。(C を f , f ′ の引き戻し
という。)

(2) g : C → B を g(b.b′) = b で, g′ : C → B′ を g′(b, b′) = b′ で定める
と、g, g′ も準同型となる。f ′ が全準同型であるならば g は全準
同型となることを示せ。(同様に f が全準同型であるならば g′ は
全準同型となる。)

7. 置換 σ = (1 2)(3 4)(5 7)(6 8)(9 11)(10 12), τ = (1 2 3)(4 5 6)(8 9 10)
を考え、σ と τ で生成される 12 次の置換群 G = ⟨σ, τ⟩ を考える。
|G| = 95040 となることが知られている (この群は 12 次の Mathieu
群と呼ばれ M12 という記号で表される)。

(1) G は Ω = {1, 2, · · · , 12} に可移に作用することを確認せよ。
(2) 1 ∈ Ω の安定化部分群 G1 の位数を求めよ。



群論演習 (第十四回 2012/01/19)

1. G をアーベル群とし n を自然数とする。H = {an | a ∈ G} は G の部
分群であることを示せ。

2. Gを群とし、H ≤ G, N⊴Gとする。このとき |HN | = |H|·|N |/|H∩N |
であることを示せ。(N が正規部分群でなくてもこれは成り立つが、そ
の場合は HN が部分群であるとは限らず、証明はやや難しい。自信が
あればやってみるとよいだろう。)

3. Gを群とし H = Aut(G)を Gの自己同型群とする。集合としての直積
G×H に以下のように積を定義すれば、これは群になることを示せ。

(g, σ)(h, τ) = (gσ(h), στ), g, h ∈ G, σ, τ ∈ H

(H から Aut(G) への準同型があれば、それを用いて同様に群が定義さ
れる。このような群を G と H の半直積といい G⋊H と書く。)

4. 位数 35 の群は巡回群であることを示せ。

5. 位数 120 の群のシロー部分群について、シローの定理から分かること
を述べよ。

6. 位数 120 のアーベル群を分類せよ。

7. G を群とする。x, y ∈ G に対して y = g−1xg となる g ∈ G が存在する
とき、x と y は共役であるという。共役であるという関係は G 上の同
値関係であることを示せ。

8. 二面体群 D8 = ⟨x, y | x4 = y2 = 1, yx = x3y⟩ の共役類を求め、類等
式を書け。

9. (1) 1
a
+ 1

b
+ 1

c
= 1 をみたす自然数の組 (a, b, c) をすべて求めよ。

(2) ちょうど 3つの共役類をもつ群の位数の可能性について考察せよ。
((1) を用いて類等式を考える。)



群論・レポート課題
11S10??? 以外の学籍番号の学生は下記の問題の解答をレポートとして提出
することによって最大で 10 点を成績評価点に加算する。ただし、加算がな
くても合格点に達しているものについては加算を行わない。提出は必須では
なく自由である。提出締切は 2013 年 1 月 11 日 (金) 午後 5 時 (締切厳
守)、提出先は花木研究室前の箱とする。

1. G を群、H, K を G の部分群とする。H ∩K は G の部分群であるこ
とを示せ。

2. a を群 G の有限位数 n の元とする。自然数 i に対して ai の位数を答
えよ。

3. G, H, K を群とし f : G → H, g : H → K を群準同型とする。このと
き合成写像 g ◦ f : G → K も群準同型であることを示せ。[5 点]

4. G, H を群とする。群準同型 f : G → H に対して、その核 Kerf は G
の正規部分群であることを示せ。

5. G, H を群とし、f : G → H を群準同型とする。Kerf = {1} ならば f
は単射であることを示せ。

6. 自然数 n に対して Z/nZ を考え、これを加法群と見る。

(1) f : Z/mZ → Z/nZ を f(x +mZ) = x + nZ で定めることができ
るための、m, n に関する条件を答えよ。

(2) f : Z/8Z → Z/12Z を f(x+8Z) = 9x+12Z で定める。このとき
f の核と像を求めよ。

7. 7 次の置換

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 7 5 6 3 2 1

)
について、以下の問に答えよ。

(1) σ を共通の数字を含まない巡回置換の積に表わせ。
(2) σ の位数を答えよ。
(3) σ は偶置換か奇置換かを答えよ。ただしその理由も書くこと。

8. 複素数体上の一般線形群 GLn(C) を考え、行列式を対応させる写像
det : GLn(C) → C× = C− {0} を考えれば、これは群準同型である。

(1) det の核と像を求めよ。ただし、記述の仕方は、意味が明確であ
ればどのような形でも構わない。

(2) det に準同型定理を適用して得られる同型を答えよ。

9. G を群とする。G の内部自己同型群 Inn(G) は自己同型群 Aut(G) の
正規部分群であることを示せ。


