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5 確率と確率の流れ

(i) 3次元空間におけるシュレディンガー方程式

iℏ
∂
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ψt(x) =

(
− ℏ2
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∆+ V (x)

)
ψt(x), x = (x, y, z) ∈ R3

に従う粒子を考える。粒子の「確率の流れの密度」jを

j(x, t) :=
ℏ

2im

(
ψt(x)∇ψt(x)−∇ψt(x)ψt(x)

)
で定義する。連続の式

∂

∂t
|ψt(x)|2 + div j(x, t) = 0

が成り立つ事を示せ。

(ii) x軸上を 1次元的に運動する粒子を考える。粒子の状態 ψt(x)は 1次元シュレディンガー方程式
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∂
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ψt(x) = − ℏ2
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∂2ψt(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x), x ∈ R (1)

に従うものとする。確率の流れの密度 j(t, x)は何になるか書け。そして

d

dt

∫ b

a

|ψt(x)|2dx = j(t, a)− j(t, b)

が成り立つことを示せ。これは区間 [a, b]の中にある粒子の存在確率の変化が点 aから確率の流入量と bにおける

流出量に等しいことを示している。

6 偏極恒等式
内積空間Hとは，ψ, ϕ ∈ Hに対して内積 ⟨ψ, ϕ⟩が定義されたベクトル空間のことである。ここでは，内積は複素内積で
あるとする。つまり ⟨ψ, ϕ⟩は ψ について反線形，ϕについて線形である。∥ψ∥ := ⟨ψ,ψ⟩1/2 をノルムという。

(i) 実数 a, bの積 abを (a+ b)2, (a− b)2 を用いて表わせ。

(ii) 複素数 α, β について ᾱβ を s1 := |α+ β|2, s2 := |α− β|2, s3 := |α+ iβ|2, s4 := |α− iβ|2 を用いて表わせ。
(iii) 複素内積 ⟨ψ,φ⟩をノルム ∥· · ·∥のみを用いて表せ。
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