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13 Cesáro和の収束
Cesáro和 σN (f)を考える。練習問題 3 9 の (1)～(5)で定義された各関数 f(t)について，それぞれ，以下のうち成り立

つものをすべて選べ。

(i) (各点収束) すべての t ∈ [−π, π)に対して lim
N→∞

σN (f, t) = f(t)

(ii) (一様収束) lim
N→∞

sup
t∈[−π,π)

|σN (f, t)− f(t)| = 0

(iii) (L2 収束) lim
n→∞

∥σN (f, t)− f(t)∥L2(T) = 0

(iv) (L1 収束) lim
n→∞

∥σN (f, t)− f(t)∥L1(T) = 0

14 Fourier級数の収束
Fourier級数の部分和 SN (f, t) =

∑N
n=−N f̂(n)eint を考える。練習問題 3 9 の (1)～(5)で定義された各関数 f(t)につ

いて，それぞれ，以下のうち成り立つものをすべて選べ。

(i) (各点収束) すべての t ∈ [−π, π)に対して lim
N→∞

SN (f, t) = f(t)

(ii) (一様収束) lim
N→∞

sup
t∈[−π,π)

|SN (f, t)− f(t)| = 0

(iii) (L2 収束) lim
n→∞

∥SN (f, t)− f(t)∥L2(T) = 0

(iv) (L1 収束) lim
n→∞

∥SN (f, t)− f(t)∥L1(T) = 0

15 Parsevalの等式の応用
練習問題 3 9 の (1),(2),(5)で定義された各関数 f(t)について，Parsevalの等式を適用することにより次の級数を計算

せよ。

(i)

∞∑
n=1

1

n4

(ii)
∞∑

n=1

1

(2n− 1)2

(iii)

∞∑
n=1

1

(n2 − µ2)2
，ただし µは整数でない実数とする。

16 Fourier sin級数
L2([−π, π])の部分空間 L2

odd([−π, π])を

L2
odd([−π, π]) = {f ∈ L2([−π, π])|f(−t) = −f(t), t ∈ [−π, π]}

で定義する。この空間の内積は ⟨f, g⟩ = 1
2π

∫ π

−π
f(t)g(t)dtで定義されるものとする。

(1) un :=
√
2 sinntとするとき {un}n∈N は L2

odd([−π, π])の正規直交系であることを示せ。

(2) 任意の f ∈ L2
odd([−π, π])に対して

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(t) sinntdt =
1√
2
⟨un, f⟩

が成り立つことを示せ。
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(3) {
√
2 sinnt}n∈N は L2

odd([−π, π])の完全正規直交系であることを示せ（Parsevalの等式を示せばよい）。

(4) 関数空間 X := L2([0, π])の内積を ⟨f, g⟩X = 1
π

∫ π

0
f(t)g(t)dtで定める {un}n∈N は X の完全正規直交系であるこ

とを示せ ((3)と Parsevalの等式を使えばよい)。つまり [0, π]の任意の可積分関数 f(t)に対して L2 収束の意味で

f(t) =

∞∑
n=1

(
2

π

∫ π

0

f(s) sinnsds

)
sinnt

が成り立つ。
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