
36 �����

36 �����

�������� Python�����������������������������Python���

�����������Python����������������������������������

�����������������������

1 def fib(n): # � � f i b������ n

2 a, b = 0, 1 # � � � �

3 for i in range(n): #

4 a, b = b, a+b # � � � � � � � � � �

5 return a # � � � � � � � � � � a�����

6

7 for i in range (1 ,10): #i=1,� ,9 � � � �

8 print fib(i) # fib(i)� � � � �

9

10 print type(fib) # f i b���������

������
1 1 2 3 5 8 13 21 34
<type ’function’>

������������ fib���������������� n���� 2� ∼4����������

����� a����� (return) �����������

���� Python����������������������������������������

�������������������������������������������������

���������������������������

4x+ 3, x2, sin(x),
1

x2 + 1
(6)

��������������������x������ (variable)���� (indeterminate)�����

����������x���������������������������������Python�

��������������������������������� x���������������

���� x��������������

Sage��������������������������������

�������������✓ ✏
1 var(’x’) # x � � � � � � � � � � � �

2 f = x^2 # � � � x^2� � � f���

�������� 1����� x������������������������� x�����

�����������2����� f = x2 ���������✒ ✑
������������

1 print f # f�����

2 print f(x=5) # x=5� � � � f�����

3 print type(f) # f������

4 print type(x)
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36.1 Sage������ 37 ��������������

������
x^2
25
<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>
<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>

������������� f ���� x �������������� 2 �����������3,4 �

������f� x������� sage.symbolic.expression.Expression�������������

��������� fib�������’function’���

���������������������

������������ 2✓ ✏
1 var(’x’)

2 f(x) = x^2 # � � � � �( x)� � � � � � � � � �

3

4 print f

5 print f(5) # � � � � � � � � � � � �

6 print type(f)

������
x |--> x^2
25
<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>✒ ✑

���2�� x,y������������������

1 var(’x y’) #x, y � � � � � � � � � � � � �

2 g = (x+y)^2 # � � g���

3 print g

4 print g(x=3, y=6) #x=3, y=6� � � � g��

5 print g(y=3) #y=3� � � � g��

������
(x + y)^2
81
(x + 3)^2

36.1 Sage������

Sage�����������������������������Sage��������������

������ sin, cos, tan, csc, sec, cot ,arcsin, arccos���������� log, ln, exp�����

sinh, cosh, tanh������ arcsinh������������������������ gamma(z)

����� zeta�����������������������������������������

����

37 ��������������

��������������Sage�������������������������������

����� Sage�����������������������

37.1 ����������plot�

�� f(x)��������������plot�������
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37.1 ����������plot� 37 ��������������

plot—–�� f(x)���������✓ ✏
1 plot(f(x), (x,a,b))

• �� f(x)� x��� [a, b]������✒ ✑
��� sin(x)��� [−6, 6]������������������

����1 plot(sin(x), (x,-6,6))

�� �� �� � � �

��

����

���

�

� 9 �����sin(x)����

�������������� 1/x��������������

� 2��1 plot (1/x, (x,-2,2))

�� �� � �

������

������

�����

� 10 �����1/x����

������������������������������������� 1/x���������

�������������������������������—��—�������������
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37.1 ����������plot� 37 ��������������

�� f(x)������� [c, d]������✓ ✏
1 plot(f(x), (x,a,b), ymin=c, ymax=d)

• �� f(x)� x���� [a, b]������

• ������� y �������������� ymin=c, ymax=d����✒ ✑
�� 1/x�������� [−3, 4]�����������

����1 plot (1/x, (x,-2,2), ymin=-3, ymax =4)

�� �� � �

��

��

��

�

�

�

�

� 11 �����1/x��� [−3, 4]��������

�������������������������

�� f(x), g(x), h(x)����������✓ ✏
1 plot( (f(x),g(x),h(x)), (x,a,b) )✒ ✑
������������������������������ 3���� sin(x), cos(x), tan(x) ���

[−7, 7]��� [−5, 5]�������������������

����1 plot( (sin(x),cos(x),tan(x)), (x,-7,7), ymin=-5,ymax =5)

�� �� �� � � �

��

��

�

�

� 12 �����sin(x), cos(x), tan(x)����
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37.2 ������������ 37 ��������������

plot—–��������✓ ✏
plot��������������������������������������������

��������������������

1 plot( f(x), (x,a,b), color=’ � � � � � ’,

2 axes_labels =[’ � � � ’,’ � � � ’], legend_label=’ � � � � ’)

•���� red, yellow, blue, green� RGB���’#3F4A46’������

• axes_labels����������

• �������� axes=False�������

• ����������$ · · · $��������� LATEX ��������������

�\sin(x)� sin(x)�\\tan(x)� tan(x)�\\frac{a}{b}� a
b ������✒ ✑

������������������������

����1 plot(sin(x^2),(x,0,5), color=’red’, axes_labels =[’time’,’amplitude ’],

2 legend_label=’$\sin(x^2)$’)

� � � � �
����

��

����

���

�

���������

������ �

� 13 �����sin(x2)������������

37.2 ������������

red, blue����������������������� colors���������������

1 for i in sorted(colors ):

2 print i

������
aliceblue
antiquewhite
aqua
...
...
...
yellow
yellowgreen
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37.3 ��������� 37 ��������������

37.3 ���������

�� show()������������������������������������������

show()����������������

show�����✓ ✏
1 p1 = plot( sin(x), (x,-6,6) )

2 show(p1)

• 1��� sin(x)���������� p1���������

• 2��� p1�������������

• 2��� p1.show()�������������������✒ ✑
����� show()�������������������

show�����✓ ✏
1 p1 = plot( tan(x), (x,-6,6) )

2 p1.show(ymin=-5, ymax =5)✒ ✑
�������������������������������������

����1 p1 = plot(sin(x), (x,-5,5), legend_label=’sin’, color="red")

2 p2 = plot(cos(x), (x,-5,5), legend_label=’cos’, color="blue")

3 p3 = plot(tan(x), (x,-5,5), legend_label=’$\\tan(x)$’, color="green")

4 p4 = p1+p2+p3 # p 4���� p 1 ,p2 , p 3��������

5 p4.show(ymin=-3,ymax =3) # p 4�������� s h o w�����

������ sin, cos, tan�������������������� p1,p2,p3��������4���

���������������������� p4����������show�������������

p4��������

�� �� � �

��

��

��

�

�

�

���

������
������

� 14 �����sin(x), cos(x), tan(x)�����������

���������������������� graphics_array������
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37.3 ��������� 37 ��������������

graphics array—–��������������✓ ✏
����1 p1 = plot( sin(x), (x,-4,4) )

2 p2 = plot( cos(x), (x,-4,4) )

3 p3 = graphics_array ([p1,p2])

4 p3.show(aspect_ratio =1)✒ ✑
��� aspect ratio���������������������������������� aspect ratio

� 1�������������

�� �� �� �� � � � �

��

����

���

�

�� �� �� �� � � � �

��

����

���

�

� 15 �����sin(x), cos(x)����������

fill���������������������������������������������

���

����������������✓ ✏
����1 p1 = plot(sin(x), (x,-5,5), fill = ’axis’) # � � � � � � � � � � �

2 p2 = plot(sin(x), (x,-5,5), fill = ’min’) # � � � � � � � � � � � �

3 p3 = plot(sin(x), (x,-5,5), fill = ’max’) # � � � � � � � � � � � �

4 p4 = plot(sin(x), (x,-5,5), fill = 0.5) #0.5� � � � � � � � �

5 graphics_array ([[p1, p2], [p3, p4]]). show()✒ ✑
����������graphics_array([[a,b],[c,d]])��������



a b

c d


��������

�� �� � �

��

����

���

�

�� �� � �

��

����

���

�

�� �� � �

��

����

���

�

�� �� � �

��

����

���

�

� 16 �����fill����
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37.4 ������� 37 ��������������

�������������������������

sin(x)���������� x2 − 1���������✓ ✏
����1 plot( sin(x), (x,-2,2), fill = x^2-1)✒ ✑

�� �� � �

��

�

�

�

� 17 �����sin(x)�����x2 − 1�����������

����������� (thickness) ���������� (dashed) ����������������

����������������������plot������������

plot���������✓ ✏
1 plot?✒ ✑

37.4 �������

f(x, y) = 0������ x, y ���������� implicit_plot�����

implicit plot—–f(x, y) = 0����✓ ✏
1 var("x y")

2 implicit_plot(f(x,y), (x,a,b), (y,c,d))

• 2���� f(x, y)����� (x, y) ∈ [a, b]× [c, d]���������✒ ✑
��� x,y = var(’x y’)������x, y ����������������������������

����� (x3 + y3 − 3xy)��������������

x3 + y3 − 3xy = 0����✓ ✏
� 10��1 var("x y")

2 implicit_plot(x^3+y^3-3*x*y, (x,-2,2), (y,-2,2))✒ ✑
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37.5 �������� 37 ��������������

�� �� � � �

��

��

�

�

�

� 18 �������������

��� (x(t), y(t))������������������������������� parametric_plot

������

(x(t), y(t))�����������✓ ✏
� 11��1 t = var(’t’)

2 parametric_plot ([cos(t) + 2*cos(t/4), sin(t)-2*sin(t/4)],

3 (t,0, 8*pi), fill=true)✒ ✑
����� x(t) = cos(t) + 2 cos(t/4), y(t) = sin(t)− 2 sin(t/4)��������� t������ 8π ��

���������� fill���������������������

�� �� � � �

��

��

�

�

� 19 �����parametric plot(with filling)

37.5 ��������

������������������� list_plot������

��������✓ ✏
1 a = � � �

2 list_plot(a)

• ��������������������� [3,2,6,3,12,-2,2]��������2����

������ [(1,2),(4,1),(3,4),(4,2)]������������� 3���������

���������� 3������������✒ ✑
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37.5 �������� 37 ��������������

� 12��1 a = [1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10]

2 list_plot(a)

� � �� ��

�

�

�

�

��

� 20 �������������

������� 0����� 1�����������������������������������

� plotjoined=True��������������������

� 13��1 a = [1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10]

2 list_plot(a, plotjoined=True)

� � �� ��

�

�

�

�

��

� 21 ������������� (plotjoined=True)

��� 2����������������������

� 14��1 a = [(sqrt(i)*cos(i),sqrt(i)*sin(i)) for i in range (20)];

2 list_plot(a,plotjoined=True)

�� �� �� �� � � � �

��

��

��

��

�

�

�

� 22 �����{
√
i(cos(i), sin(i))|i = 0, 1, · · · , 19}�����

75



37.6 �� (x, y)����� 2������� 37 ��������������

37.6 �� (x, y)����� 2�������

�� f(x, y)��������� f(x, y) > 0���������� regin_plot������

region plot—–f(x, y) > 0��� (x, y)������✓ ✏
1 x,y = var(’x,y’)

2 region_plot(f(x,y)>0, (x,a,b), (y,c,d))✒ ✑
���� sin(x2 − y3) > 0��� x, y ��������

� 14��1 x,y = var(’x,y’)

2 region_plot(sin(x^2-y^3)>0, (x,-3, 3), (y,-3, 3))

�� �� �� � � �

��

��

��

�

�

�

� 23 �����sin(x2 − y3) > 0

�� (x, y)������� [f(x,y)>0,g(x,y)>0,h(x,y)>0]�������������������

����������

� 15��1 x,y = var(’x,y’)

2 region_plot ([x>0, y>0, x^2+y^2>0.5], (x,-1,1), (y,-1,1) )

�� ���� ��� �

��

����

���

�

� 24 �����x > 0, y > 0, x2 + y2 > 0.5��� x, y �������

region plot���������� 100�������������������������������

�������������������������������������������������

�� plot_points=300��������������������������������������

region_plot������������������������
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37.7 ������� (��������������������) 38 2��������

1 region_plot?

37.7 ������� (��������������������)

Sage� 2�������������������������������������������

����� plot�������������������������

�������������

• circle((a,b),r)��� (a, b),�� r ���

• ellipse((a,b),c,d)��� (a, b)����� c,���� d���

• arrow((a,b),(c,d))��� (a, b),�� (c, d)���

• arc((a,b),r,sector=(c,d))��� (a, b),�� r, �� (c, d)��� (c, d)������ 0��� 90

�������� (0,π/2)��������������

• line([(a,b),(c,d)])�(a, b)� (c, d)�������������� linestype=’--’�����

����������� marker=’o’������������������������

• point(a,b,size=r)��� (a, b)���� r ��

• text(’��’, (a,b), fontsize=r)��� (a, b)������ r ���

� 16��1 s1 = plot(x^2,(x,-1,1))

2 s2 = point ((0,0), size =100, color=’black’)

3 s3 = arrow (( -1/2,1/4) ,(1 ,1) , color=’red’)

4 s4 = arc((0,0),0.5, sector =(0,pi), color=’green ’)

5 s5 = s1 + s2 + s3 + s4

6 s5.show()

�� ���� ��� �

���

���

���

���

�

� 25 ����������������

38 2��������

�������� 2���� f(x, y)�����������

38.1 3�������

2�������� f(x, y)� 3������������ plot3d������
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38.2 �������density plot����������contour plot� 38 2��������

plot3d—–f(x, y)� 3������✓ ✏
1 var(’x y’)

2 plot3d(f(x,y), (x,a,b),(y,c,d))

����������������

• plot_points : ��������� (������������������)

• opacity : ��� (0�� 1���0.5��������)

• aspect_ratio : �������[1,2,1]�����������✒ ✑
� 17��1 var(’x y’)

2 plot3d(sin(x-y)*y*cos(x), (x,-3,3), (y,-3,3),

3 opacity =0.5, aspect_ratio =[1 ,1 ,1])

� 26 �����y sin(x− y) cos(x)����

38.2 �������density plot����������contour plot�

plot3d �������������������������� density plot ����������

contour plot���������������������������������

� 18��1 x, y = var(’x y’)

2 density_plot(sin(x*y), (x,-3,3), (y,-3,3))
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38.3 ���� 3������ 38 2��������

�� �� �� � � �

��

��

��

�

�

�

� 27 �����sin(xy)�������

� 19��1 x, y = var(’x y’)

2 contour_plot(cos(x)+cos(y), (x, -8, 8), (y, -8, 8),contours =20)

�� � �

��

�

�

� 28 �����cos(x) + cos(y)��������

38.3 ���� 3������

����� 3�������������������

• implicit_plot3d

• parametric_plot3d

• plot_vector_field3d

38.4 �����

���������������������� Sage notebook������ png����������

�����������������������������������png������ pdf,eps,ps�

���������������
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39 �����������������

notebook����������✓ ✏
1 p1 = plot(sin(x), (x,-4,4))

2 p1.save("�����.pdf")

• �������������������������������������������
����������������

• eps��������� pdf���� eps������

• 3����� eps, pdf, ps���������������������png���������

������✒ ✑
Sage������ (**.sage�������)���������������������������

��������������������������

• ������plot.sage

1 p1 = plot(sin(x), (x,-4,4))

2 p1.save("plot.pdf") # p 1� p d f������������

������� Emacs�������������

1 user@debian :~$ sage plot.sage # p d f���������� (� � � � � � � � � � � �

2 user@debian :~$

�����������������������������������

39 �����������������

���� ez ������������������������������

n∑

k=0

zk

k!

� n�������������������� z → nz ����������

n∑

k=0

(nz)n

k!
(7)

������� n → ∞������ |zez−1| = 1��������������������������

����������������������������������������

������������ roots��������� x5 + 3x+ 1 == 0���������

1 eq = x^5+3*x+1==0

2 eq.roots(x, ring=CC, multiplicities=False)

����������
������

[-0.331989029584509, -0.839072433066608 - 0.943851550132862*I,
-0.839072433066608 + 0.943851550132862*I, 1.00506694785886 -
0.937259156692892*I, 1.00506694785886 + 0.937259156692892*I]

������multiplicities ����������������������������������

���� False�������

���7�������������

1 var(’z k’) #z, k������
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39 �����������������

2 nn = 30 # n n��� 3 0���

3 f = sum((nn*z)^k/factorial(k), k,0,nn) # � � f���

4 eq = f==0 # � � � f==0� e q�����

5 lis = eq.roots(z, ring=CC, multiplicities=False ); # e q������ l i s���

6 list_plot(lis) # l i s�������

���� ��� ��� ���

����

����

���

���

� 29 �����n = 30���������

��������������

1 var(’z k’) #z, k������

2 nn = 200 # n n��� 2 0 0���

3 f = sum((nn*z)^k/factorial(k), k,0,nn) # � � f���

4 eq = f==0 # � � � f==0� e q�����

5 lis = eq.roots(z, ring=CC, multiplicities=False ); # e q������ l i s���

6 list_plot(lis) # l i s�������

���� ���� ��� ��� ��� ���

����

����

���

���

� 30 �����n = 100���������?������������

��������������roots �������������������������������

CC����������� ComplexField(300)����������������

1 var(’z k’)

2 nn = 200 # n n��� 2 0 0���

3 f = sum((nn*z)^k/factorial(k), k,0,nn)

4 eq = f==0

5 lis = eq.roots(z, ring=ComplexField (300), multiplicities=False) # 300 b i t���

6 list_plot(lis)
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� 31 �����n = 200���������

�� |ze1−z| = 1��������������z = x+ iy ��� |ze1−z| =
√
x2 + y2e1−x ���

1 var(’x y’)

2 implicit_plot(sqrt(x^2+y^2)* exp(1-x)-1, (x,-1,2), (y,-1,1),color=’red’)

��������������������������������������

1 var(’z k’)

2 nn =200

3 f = sum((nn*z)^k/factorial(k), k,0,nn) # � � f���

4 eq = f==0

5 lis = eq.roots(z, ring=ComplexField (300), multiplicities=False );

6 p1 = list_plot(lis)

7 var(’x y’)

8 p2 = implicit_plot(sqrt(x^2+y^2)* exp(1-x)-1, (x,-1,2), (y,-1,1),color=’red’)

9 (p1+p2).show()

�� ���� � ��� � ��� �

��

����
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���

�

� 32 ����������� |ze1−z| = 1��������

������������������������������������

�������������� complex plot�������������������
∑40

k=1(40z)
k/k!

��������������

1 var(’k’)

2 nn=40

3 f = sum((nn*x)^k/factorial(k),k,0,nn)

4 complex_plot(f,(-1,2),(-1,1), plot_points =500, aspect_ratio =1)
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��

����

���

�

� 33 ���������
∑40

k=1(40z)
k/k!��

40 ����

��� 37, 38, 39������������������������������ SageMath����

����������������� sagews02.sws������
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