
46 �����

46 �����

46.1 ������������

�����
dy

dx
= y − x (10)

�������������y(x) = x+ 1 + Cex ������� C �����������

dy

dx
= y − x, y(0) =

2

3
(11)

����������� x = 0������� y(0) = 1+C = 2/3�� C ������C = −1/3����

�������������������

y(x) = x+ 1− 1

3
ex (12)

�������������������������������������������������

����������������������������

����� (10)���� y = y(x)������ (x, y)��� y−x��������� (x, y)� (1, y−x)

������������������������������������������� (slope field)

����������m = (1 + (y − x)2)−1/2 ��������� V (x, y) = (m,m(y − x))�������

1 var(’y’)

2 m = sqrt (1+(y-x)^2)^( -1)

3 plot_vector_field( (m,m*(y-x)), (x,-3,3), (y,-3,3) )

����� (10)�������� (0, y(0))������������������������������

������������������������������� y = x+1���������� x → ∞
������������������ (�)� y = x+ 1��� (�)���� (12)(�)��������

1 var(’y’)

2 m = sqrt (1+(y-x)^2)^( -1)

3 vecf = plot_vector_field( (m,m*(y-x)), (x,-4,4), (y,-4,4) ,color="red")

4 sol = plot(x+1 -(1/3)*e^x, (x,-4,4))

5 asym = plot(x+1, (x,-4,4), color=’black ’)

6 (vecf+sol+asym).show(ymin=-4, ymax =4)
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46.2 Euler� 46 �����

46.2 Euler�

������������������������������������������������

���������������������������� Euler����������f(x, y)����

�������������

dy

dx
= f(x, y) (13)

������ y(x0) = y0 �����(x0, y0)�������������������������� dx�

���

y(x+ dx) = y(x) + f(x, y)dx (14)

������������� y �� x�������������� x+ dx��������������

���Euler��������� y(x)�����������∆x��������x1 = x0 +∆x�� y �

��

y1 = y0 + f(x0, y0)∆x (15)

�������x2 = x1 +∆x�� y ���

y2 = y1 + f(x1, y1)∆x (16)

������������ xn = x0 + n∆x�� y ���

yn = yn−1 + f(xn−1, yn−1)∆x (17)

����������

Euler���������������� (11)�� y(x)��������������∆x� n����

���������� ((x0, y0), (x1, y1), · · · , (xn, yn))����

1 x0 , y0 = 0, 2/3 # � � � � � � � �

2 Dx= 0.5 # Delta x���

3 var(’y’)

4 f(x,y) = y-x # f(x,y)� � �

5 SOL = [(x0,y0)] # � � � � � � � � � � � � �

6 for j in range (1 ,11):
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46.2 Euler� 46 �����

7 X = x0+Dx # � � x��

8 Y = y0 + f(x0 ,y0)*dx # � � y��

9 SOL.append ((X,Y)) # (X,Y)� � � � � � � �

10 x0 ,y0 = X, Y # x0 , y0�X , Y������

11 print SOL # � � � � � � � � � � � � � � � �

12 approx = list_plot(SOL ,plotjoined=True) # S O L�����

13 approx.show()

������
[(0, 2/3), (0.500000000000000, 0.693333333333333), (1.00000000000000,
0.701066666666667), (1.50000000000000, 0.689109333333333),
(2.00000000000000, 0.656673706666667), (2.50000000000000,
0.602940654933333), (3.00000000000000, 0.527058281130667),
(3.50000000000000, 0.428140612375893), (4.00000000000000,
0.305266236870929), (4.50000000000000, 0.157476886345766),
(5.00000000000000, -0.0162240382004033)]

Euler���������������������

1 var(’y’)

2 m = sqrt (1+(y-x)^2)^( -1)

3 vecf = plot_vector_field( (m,m*(y-x)), (x,-4,4), (y,-4,4) ,color="gray")

4 sol = plot(x+1 -(1/3)*e^x, (x,-4,4)) # � � � � � � �

5

6 x0 , y0 = 0, 2/3 # � � � � � � � �

7 Dx= 0.05 # Delta x���

8 f(x,y) = y-x # f(x,y)� � �

9 SOL = [(x0,y0)] # � � � � � � � � � � � � �

10 for j in range (1 ,81):

11 X = x0+Dx # � � x��

12 Y = y0 + f(x0 ,y0)*Dx # � � y��

13 SOL.append ((X,Y)) # (X,Y)� � � � � � � �

14 x0 ,y0 = X, Y # x0 , y0�X , Y������

15 approx = list_plot(SOL ,plotjoined=True ,color=’red’) # S O L�����

16

17 (vecf+sol+approx ).show(ymin=-4, ymax =4) # � � E u l e r�����������
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46.3 ��������� 46 �����

Euler����������������������������������������� ∆x���

��������������������������������� Dx=0.001�����������

� 10��� range(1,81)������������������������

46.3 ���������

����� desolve�����������������desolve�����������������

�������� (desolve)✓ ✏
1 desolve(de, dvar , options)

���

• de: ����� (differential equation)

• dvar: ���� (dependent variable:������

�������� options������������

• ics: ���� (initial conditions)���������������������

• ivar: ���� (independent variable)

• show_method: ��������� (�������)�����

• contrib_ode: Clairaut, Lagrange, Riccati���������������� True����

����������������������� False������✒ ✑
����������

y′(x) = y(x) (18)

�������������������������

1 x = var(’x’) # x � � � � � � � � � � �

2 y = function(’y’)(x) # y� x������

3 desolve( diff(y,x) == y, y) # � � � � � y’=y � y������

������
_C*e^x
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46.3 ��������� 46 �����

�������� 2����y� x������������������3��� diff(y,x)��� y′(x)

��������diff(y,x)==y ��������������������������_C �����

���

desolve���������������==0�����������������desolve(diff(y,x)-y,

y)� desolve(diff(y,x)-y == 0, y)��������

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x) - y , y) # � � � � � y’-y =0 � y������

������
_C*e^x

46.3.1 �������� 1

�������������������

y′(x) + 2y(x) sin(x) = 0 (19)

�������������������������������������������������

�����������������������������������������������

y′

y
= −2 sin(x) (20)

�����*13���� x���������

log y =

∫
y′

y
dx = 2 cos(x) + c (21)

��������� y ��������������

y(x) = exp(2 cos(x) + c) (22)

����������������������� y ����� 0 ������������������

C = ec �������������(19)���

y(x) = Ce2 cos(x) (23)

����������������� Sage����������

1 y = function(’y’)(x)

2 DE = diff(y,x) + 2*y*sin(x) == 0 # � � � � � � D E�����

3 desolve(DE, y) # D E� y������

������
_C*e^(2*cos(x))

46.3.2 �������� 2

�������������

y′(x) =
x− y(x)

x+ y(x)
. (24)

���������������������Sage�����������

*13 y(x) = 0�������������������������� y(x) ̸= 0���������
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46.3 ��������� 46 �����

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x) == (x-y)/(x+y), y)

������
-1/2*x^2 + x*y(x) + 1/2*y(x)^2 == _C

����� (24)�� y(x)������������

−1

2
x2 + xy(x) +

1

2
y(x)2 = C (25)

���������� (implicitly)����������� y(x)����� 2�������������

��������������Sage� solve��������������

1 y = function(’y’)(x)

2 SOL = desolve( diff(y,x) == (x-y)/(x+y), y) # � � � � � � � � � S O L�����

3 solve(SOL ,y) # � � � S O L� y������

������
[y(x) == -x - sqrt(2*x^2 + 2*_C), y(x) == -x + sqrt(2*x^2 + 2*_C)]

����������������y(x) = −x±
√
2x2 + 2C ������������

±��� C ��������������������������������������

1 p = Graphics () # � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2 for C in range (4): # � � C � 0 � � 3 � � � � � � � � � � � � � p � � � �

3 p += plot( -x - sqrt (2*x^2 + 2*C), (x,-3,3),

4 color=hue(C/4,1 ), legend_label=’C=’+str(C)+’,$+$’) # C � � � � � � � �

5 p += plot( -x + sqrt (2*x^2 + 2*C), (x,-3,3),

6 color=hue(C/4,0.5), legend_label=’C=’+str(C)+’,$-$’)# C � � � � � � � �

7

8 p.show() # p���

�� �� �� � � �

��

�

������
�����−
������
�����−
������
�����−
������
�����−

� 34 ���������� (24)������

46.3.3 ���������

�������������

y′ = sin(x+ y) + sin(x− y) (26)

������������������������� Sage�����������
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46.4 �������� 46 �����

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x) == sin(x+y)+sin(x-y), y)

������
NotImplementedError: Maxima was unable to solve this ODE. Consider to
set option contrib_ode to True.

��������������������������

1 y = function(’y’)(x)

2 DE = diff(y,x) == sin(x)*cos(y)+sin(y)*cos(x)+sin(x)*cos(y)-sin(y)*cos(x)

3 desolve(DE, y)

������
-1/4*log(sin(y(x)) - 1) + 1/4*log(sin(y(x)) + 1) == c - cos(x)

46.4 ��������

y(x) �����������������������������x ��� y ������

diff(y,x,2) ����������������� 2 �����������������������

��

y′′(x)− 8y′(x) + 15y(x) = 0 (27)

����������

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x,2) -8* diff(y,x)+15*y == 0, y)

������
_K1*e^(5*x) + _K2*e^(3*x)

���_K1, _K2�����������

46.5 �������Riccati, Clairaut, Lagrange�������

desolve����������������������������Riccati������

dy

dx
+ a(x)y2 + b(x)y + c(x) = 0

� Clairaut�������

y = x
dy

dx
+ f

(
dy

dx

)

��������� Lagrange����������������������� contrib_ode=True���

���������������������������������������� show_method=True

�������

������� y′2 + xy′ − y = 0����������

1 y = function(’y’)(x)

2 DE = diff(y,x)^2 + x*diff(y,x)-y == 0 # � � � � � D E���

3 desolve(DE, y, contrib_ode=True , show_method=True)

������
[[y(x) == _C^2 + _C*x, y(x) == -1/4*x^2], ’clairault’]

������������� Clairaut������������������������
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46.6 ������������������ 46 �����

46.6 ������������������

y′(x) = ay(x)������������ a������������ var(’a’)�����������

������������� ivar=x�������

1 var(’a’) # a������

2 y = function(’y’)(x)

3 desolve(diff(y,x) + a*y == 0, y, ivar=x)

������
_C*e^(-a*x)

����� y′′ = ay � a����� 0����������������a�������������

���������������

1 var(’a’)

2 y = function(’y’)(x)

3 desolve(diff(y,x,2) + a*y == 0, y, ivar=x)

������
Traceback (click to the left of this block for traceback)
...
Is a positive, negative or zero?

����������������a�������������������������� a > 0���

�������������

1 var(’a’)

2 y = function(’y’)(x)

3 assume(a>0) # a>0� � �

4 desolve(diff(y,x,2) + a*y == 0, y, ivar=x)

������
_K2*cos(sqrt(a)*x) + _K1*sin(sqrt(a)*x)

46.7 ���������������� (ics)

y′ = y ����� y = Cex �������� y(0) = 1�� C = 1����������������

y(x0) = y0 (28)

��������������� (ics) � [x0, y(x0)] ��������������� y′ = y �����

y(0) = 1��������������

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x) + y == 0, y, ics =[0 ,1] ) # � � � � i c s���

������
e^x

�������������� ics= [x0, y(x0), y
′(x0)]����������

�������� y′′ + 2y′ + y = 0������� y(0) = 3, y′(0) = 1�����

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x,2) + 2*diff(y,x) + y , y, ics=[0,3,1] ) # � � � � � � �
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46.8 ������ 47 ������������@INTERACT

������
(4*x + 3)*e^(-x)

�����������*14������� ics= [x0, y(x0), x1, y(x1)]�����������������

����������� y(0) = 3, y(π/2) = 2������

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( diff(y,x ,2)+2* diff(y,x)+y , y, ics=[0,3,pi/2,2] ) # � � � � � � �

������
(2*(2*e^(1/2*pi) - 3)*x/pi + 3)*e^(-x)

������

46.8 ������

����� xy′ − x
√
y2 + x2 − y = 0������������

1 y = function(’y’)(x)

2 desolve( x * diff(y,x) - x * sqrt(y^2+x^2) - y == 0, y, contrib_ode=True )

������
Traceback (click to the left of this block for traceback)
...
TypeError: ECL says: Maxima asks: Is y zero or nonzero?

����x� y ���������������

1 y = function(’y’)(x)

2 assume(x>0); assume(y>0); #x>0, y>0 � � � � �

3 desolve( x * diff(y,x) - x * sqrt(y^2+x^2) - y == 0, y, contrib_ode=True )

������
x - arcsinh(y(x)/x) == c

����� Sage4.6�������Sage6.7�������������
������

[1/2*(2*x^2*sqrt(x^(-2)) - 2*x*sqrt(x^(-2))*arcsinh(y(x)/sqrt(x^2)) -
2*x*sqrt(x^(-2))*arcsinh(y(x)^2/(sqrt(y(x)^2)*x)) +
log(4*(2*x^2*sqrt((x^2*y(x)^2 + y(x)^4)/x^2)*sqrt(x^(-2)) + x^2 +
2*y(x)^2)/x^2))/(x*sqrt(x^(-2))) == _C]

����� simlify_full()����������������������������������

�������������� Sage ��������������������������������

�����������������������

47 ������������@interact

Sage ����������������@interact �����������������������

�������������������������������������� Mathematica ��

Manipulate������������

��������@interact������������� f(x)���� x���� x^2�������

��������������

1 def f(x): # � � f � � �

2 print x^2 # return � � � � print � � � � � � � �

*14 �� x0, x1 ��� y(x0)� y(x1)��������������������
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47 ������������@INTERACT

��������������������������������Sage��������������

�����

1 @interact # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2 def f(x=[1,2,3,4,5]): # � � � � � � � � � � � � � �

3 print x^2

������������������������������������������� [1,2,3,4,5]

����������������

���������������������������������������������

@interact����✓ ✏
1. ��������������������

2. ���������@interact���

3. ���������������������

4. �������������������������� x=(1,2,3,4,5)�

����������������������������

• ����x=[1,2,3,4,5]� (���)

• ����x=(1,2,3,4,5) � (�����)

• 1�� 5�������(1..5)� (��������)

• 0.0�� 10.0����������x=(0,10)� (��������)

• 5�� 10��� 0.2������(5,10,0.2)�����������

• 1�� 8�������������������� 5 ⇒ slider(1,8,default=5)

• ������� input_box(type=str)

slider� input box�������������������������

• input_box(default = "sin(x)",label = "hoge", type=str)

• slider(0,1,.01,.5,label = ’start value’)✒ ✑
��������������������������-5�� 5�����������

1 @interact

2 def f(x=(-5,5)):

3 print x^2
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47 ������������@INTERACT

@interact����������������������������������

1 @interact

2 def f(a=(1 ,5)): # a � � � � � � � � � � 1 � � 5 � � � � �

3 p1 = plot(sin(a*x),-5,5) # p1�sin (ax)� � � � � � �

4 p1.show() # p 1�����

sin(x)��������������������

1 x0 = 0

2 f = sin(x)

3 p = plot(f,-10,10) # p�sin (x)� � � �

4

5 @interact # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

6 def show_taylor(nn =(1..20)):

7 ft = f.taylor(x,x0,nn) # f t� f� n n��������

8 pt = plot(ft ,-10, 10) # f t����� p t���

9 show(p + pt, ymin = -2, ymax = 2) # � � � � � �

���������������������������������

1 x0 = 0

2 f = sin(x)

3 p = plot(f,-10,10, thickness =2) # p�sin (x)� � � �

4 dot = point ((x0,f(x=x0)), pointsize =80, rgbcolor=’brown ’) # � � � � � � �

5 @interact # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

6 def show_taylor(nn =(1..20)):

7 ft = f.taylor(x,x0,nn) # f t� f�������

8 pt = plot(ft ,-10, 10, color=’red’, thickness =2) # f t����� p t

9 pretty_print( html(’$f(x) = %s$’%latex(f)) )

10 pretty_print(html(’Taylor series of $f$ $= %s+O(x^{%s})$’%(latex(ft),nn+1)))

11 show(dot + p + pt, ymin = -2, ymax = 2) # � � � � � �
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48 ���� (ANIMATE)

�������� 10 ��� %s ���� latex(f) �������������11 ������� %s �

latex(ft)����� %s� order+1���������������������������

����������� sin(x)������������������������

1 x0 = 0

2 @interact

3 def show_taylor(func=input_box(default="sin(x)", label="function", type=str),

4 order =(1..20) , xmin=(-5,5), xmax =(0 ,5)):

5 f(x) = eval(func) # � � � f u n c��������� f (x)

6 dot = point ((x0,f(x=x0)),pointsize =80, rgbcolor=’brown ’) # �

7 p = plot(f(x),x,xmin ,xmax , thickness =2) # f�����

8 ft = f.taylor(x,x0,order) # f t� f� T a y l o r��

9 pt = plot(ft,xmin ,xmax , color=’red’, thickness =2) # f t�����

10 pretty_print(html(’$f(x) = %s$’%latex(f)))

11 pretty_print(html(’Taylor series of $f$ $= %s+\ mathcal{O}(x^{%s})$’

12 %( latex(ft),order +1)))

13 show(dot + p + pt, ymin = -2, ymax = 2) # � � � � � �

@interact���������������������������Web�������������

http://wiki.sagemath.org/interact

48 ���� (animate)

�������������������������������������gif���������

�������

1 def pic_sin(c):

2 return plot(sin(x+c),(x,0,2*pi))

3

4 lis1 = [ pic_sin(c) for c in srange (0,2*pi ,0.1)]

5 b = animate(lis1 , figsize =[3 ,2])

110



48.1 ������� 48 ���� (ANIMATE)

6 b.show()

7 b.show(delay =2)

8 b.show(delay =3)

���������������������� delay�����������������������

��� gif��������������������������������gif�����������

������

48.1 �������

������

T (x) =
∞∑

n=0

s(2nx)

2n
(29)

��������������� s(x) = minn∈Z |x− n|������������� n���������

��������������������

1 s = lambda x: abs(x-round(x))

2

3 @interact

4 def plotTakagi(nn =(1..10)):

5 f = lambda x: sum( [s(2^k*x)/2^k for k in range(nn)] )

6 plot(f,x,0 ,1). show()

�����������������������

1 def plotTakagi(nn):

2 s = lambda x: abs(x-round(x))

3 f = lambda x: sum( [s(2^k*x)/2^k for k in range(nn)] )

4 return plot(f,x,0,1, legend_label=’n=’+str(nn))

5

6 figs = [plotTakagi(nn) for nn in range (1 ,17)]

7 animate(figs).show(delay =70)
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48.2 ����������� 48 ���� (ANIMATE)

48.2 �����������

�������� (takagi.gif)����� Sage����������������

•������PicTakagi.sage

1 def plotTakagi(nn):

2 s = lambda x: abs(x-round(x))

3 f = lambda x: sum( [s(2^k*x)/2^k for k in range(nn)] )

4 return plot(f,x,0,1, legend_label=’n=’+str(nn))

5

6 figs = [plotTakagi(nn) for nn in range (1 ,17)]

7 pp = animate(figs)

8 pp.gif(savefile=’./ takagi.gif’, delay =70)

�����������

1 $ sage PicTakagi.sage

2 $

���������������� takagi.gif�������
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