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49.1 ����������

����Sage�����������������������

��������✓ ✏
Sage������������������������

(1)

(
1
2

)
= vector([1,2])

(2)

(
1 2 3
4 5 6

)
= matrix([[1,2,3],[4,5,6]])

(3)

(
1 2 3
4 5 6

)
= matrix(2,3,[1,2,3,4,5,6])✒ ✑

����2���������������������� (2)���� 2���������������

������ (3)��������������������������(3)�� 2,3�������� 2

� 3�������������

���������������������

1 a = vector ([1 ,2]) # a����� (1,2)� � �

2 print a

������
(1, 2)

1 b = matrix ([[1 ,2] ,[3 ,4]]) # � � b���

2 print b

������
[1 2]
[3 4]

1 c = matrix (2,3,[1,2,3,4,5,6]) # � � c���

2 print c

������
[1 2 3]
[4 5 6]

������������������������������������������������

���������������������������������������������

��� f(i, j) = i+ j � (i, j)�������� 5× 5����������

1 def elem(i,j): # � � e l e m���

2 return i+j^2 # i+j^2� � �

3

4 aa = matrix(5,5, elem) # i, j��� elem(i-1,j-1) � � � � �
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49.2 ��������� 49 ����

5 print aa

6 print aa[3,4]

������
[ 0 1 4 9 16]
[ 1 2 5 10 17]
[ 2 3 6 11 18]
[ 3 4 7 12 19]
[ 4 5 8 13 20]
19 # aa� 4� 5�����

Sage�������� 0�������������� 1,1��� Sage�� 0,0��������

49.2 ���������

���������������������������*�������

���������✓ ✏
• ���� u� v���� u*v

• �� A����� v��� A*v

• �� A� B��: A*B✒ ✑
�������� (3,−3, 5)� (1, 1,−2)���� 3× 1 + (−3)× 1 + 5× (−2) = −10������� Sage

�������

1 print vector ([3,-3,5]) * vector ([1,1,-2])

������
-10

���������������������������������

1 print vector ([I,1]) * vector ([I,1]) # I � � � � � � � � �

������

0 # I*I + 1*1 = -1+1=0��������������

�������������������

1 print matrix ([[1 ,2] ,[ -4 ,2]]) * matrix ([[2,-1],[-3,2]])

������
[ -4 3]
[-14 8]

49.3 ������������

Sage���������������������������������������

�� Sage���� �����

��� det(A) det(A)

��� A^-1 A−1

���� transpose(A) At

���� A.trace() tr(A)

Ax = v ��� A.solve right(v) x = A−1v

�� A.rank() rank(A) = dim ImA

���� A.nullity() dimker(A)
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49.4 ���������� 49 ����

����������� A.det()� A.transpose()�������������

��������������������

1 var(’a b c d’) #a, b, c, d�������

2 A= matrix (2,2,[a,b,c,d]) # � � A�����

3 print A.transpose () # A�����

4 print ’’ # � �

5 print det(A) # A����

6 print ’’ # � �

7 print A.trace() # A�����

8 print ’’ # � �

9 print A^-1 # A����

������

[a c] # ��
[b d]

-b*c + a*d # ���

a + d # ����

[1/a - b*c/(a^2*(b*c/a - d)) b/(a*(b*c/a - d))] # ���
[ c/(a*(b*c/a - d)) -1/(b*c/a - d)]

����� n����� A�� ImA�� kerA�������

n = dimkerA+ rankA

����������������������������������

1 mat = matrix(6,6, lambda i,j : i+j) # � � � � �

2 print mat # � � � � � � � � � � �

3 print mat.rank() # rank

4 print mat.nullity () # nullity

������
[ 0 1 2 3 4 5]
[ 1 2 3 4 5 6]
[ 2 3 4 5 6 7]
[ 3 4 5 6 7 8]
[ 4 5 6 7 8 9]
[ 5 6 7 8 9 10]
2 #��
4 #ker(mat)���

�������������������� lambda������������������ elem����

���������������

49.4 ����������

������������������������������������������������

�������������������������������������������������

������������������� —�����— ����������������������

������������������������������������������������

������������������������������������������Sage����

�����������������������������������������������

Sage ��������������������������������������������

�����������������������������������������������

�������������������������������������������������

���
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49.4 ���������� 49 ����

�� Sage��� Sage���� �� ��

�� ZZ Integer Ring ������� Z ��

��� QQ Rational Field ���� Q ��

���� QQbar Algebraic Field Q����� ��

����� SR Symbolic Ring ���������� ��

Z/nZ Integers(n) Z/nZ n������� ��

�� n���� GF(n) Finite Field of size n �� n���� ��

�� (53bit) RR Real Field with 53 bits of precision 53������ ��

�� (53bit) RDF Real Double Field ���������� ��

��� (53bit) CC Complex Field with 53 bits of precision 53������� ��

�� (400bit) RealField(400) 400������ ��

������������ Sage�� base ring��������������������������

�� base ring������������������������base ring� RR��� RDF������

�����������RealField(400)������������������������������

����������������������������������������base ring��� CC

���������QQbar�
√
2�

√
3����������*15�

������������ base_ring()�������� base ring����������������

����������

1 mat = matrix (2,2,[1,2,3,4]) # � � � � �

2 print mat.base_ring () # mat�base r i n g���

������
Integer Ring

����� base ring���� Z���������������������� base ring�������

��������

1 mat = matrix (2,2,[1/2,2,3,4]) # � � � � � � � � �1/2 � � �

2 print mat.base_ring ()

������
Rational Field

base ring �����������������������matrix �����������������

base ring� SR (symbolic ring=��������������������) �������������

���

1 mat = matrix(SR, [[1 ,2] ,[3 ,4]]) # � � � S R����

2 print mat.base_ring ()

������
Symbolic Ring

���������� base ring������� a������ a = matrix(SR, a)�����

1 a = matrix ([[1 ,2] ,[3 ,4]]) # � � a���

2 print a.base_ring () # � � a�base r i n g�����

3 a = matrix(SR , a) # a�base r i n g� S R���

4 print a.base_ring () # � � a�base r i n g�����

*15 QQbar����������������QQbar� base ring�������������������������
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49.5 �������� 49 ����

������
Integer Ring
Symbolic Ring

49.5 ��������

����������������������������

�� Sage���� ����� ��

����� (�����) A.charpoly() det(xI −A) ������� x

��� A.eigenvalues() det(λI −A) = 0�� λ

������ A.eigenvectors right() Av = λv ���� v

����� A.minimal_polynomial() ������� x

���� A.exp() eA

��� A.eigenmatrix right P−1AP ����� P^-1AP� P��

49.6 ����������

���� A������� v ��� λ����

Av = λv, (v ̸= 0)

�������λ�����v ����������������������� (A− λI)v = 0�����

����������������������� det(A− λI) = 0������������������

det(A− λI) = 0���������Sage����������base_ring��������������

����������������

mat =

(
1 2
3 4

)

��������������������������� f(λ) := (λ− 1)(λ− 4)− 6��� f(λ) = 0�

�� (5±
√
33)/2������ Sage�������

1 mat = matrix(SR, 2,2,[1,2,3,4]) # base_ring�SR���

2 print mat.eigenvalues () # � � � � � � � � � � � �

������
[-1/2*sqrt(33) + 5/2, 1/2*sqrt(33) + 5/2]

�������������������������������������������������

������������

1 mat5 = matrix(SR, 5,5, lambda i,j : 1/(i+j+1)) # � � S R��������

2 print mat5 # � � � � � � �

3 print mat5.eigenvalues () # � � � � � � � �

�����������������������������
������

[ 1 1/2 1/3 1/4 1/5]
[1/2 1/3 1/4 1/5 1/6]
[1/3 1/4 1/5 1/6 1/7]
[1/4 1/5 1/6 1/7 1/8]
[1/5 1/6 1/7 1/8 1/9]
Traceback (click to the left of this block for traceback)
...
ArithmeticError: could not determine eigenvalues exactly using symbolic
matrices; try using a different type of matrix via self.change_ring(),
if possible
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49.7 �������� 49 ����

�����������������������������*16�����������������

��������������������������������������������*17�

������������ 2×2������� CDF���������

1 mat = matrix(CDF ,mat) # base_ring�CDF���

2 print mat.eigenvalues ()

������
[-0.372281323269, 5.37228132327]

����������������������������������������� SR �����

RDF� CDF������������� SR�������������������������

����������������� eigenvectors_right()������

1 mat2 = matrix(SR, 2,2,[1,2,3,4]) # base_ring�SR���

2 eigv = mat2.eigenvectors_right () # � � � � � � � � � � �

3 print eigv

������
[(-1/2*sqrt(33) + 5/2, [(1, -1/4*sqrt(33) + 3/4)], 1), (1/2*sqrt(33) +
5/2, [(1, 1/4*sqrt(33) + 3/4)], 1)]

��������������

[ (� 1���,[����������],���), (� 2���,[����������],���) ]

����������������������������������������������

1 print eigv [0][1][0] # � � � � � � � � � �

2 print eigv [1][1][0] # � � � � � � � � � �

������
(1, -1/4*sqrt(33) + 3/4)
(1, 1/4*sqrt(33) + 3/4)

49.7 ��������

49.7.1 ������

�������������������������������������� A���������

������ P �����
P−1AP = diag[λ1, · · · ,λn] : ����

������������������ P ��������A ��������������������

Sage���eigenmatrix_right()������������������

��

(
1 4

2 3

)
������������

1 A = matrix(SR , [[1 ,4] ,[2 ,3]] ) # � � � � �

2 A.eigenmatrix_right () # � � � � � � � � � � � � �

������
(
[ 5 0] [ 1 1]
[ 0 -1], [ 1 -1/2]
)

*16 5× 5��������� 4× 4�������������������
*17 ����������������������
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49.7 �������� 49 ����

��� A����� 5,−1�

P−1AP =

(
5 0
0 −1

)
, P =

(
1 1
1 −1/2

)

����������������

(
1 1
1 −1/2

)−1 (
1 4
2 3

)(
1 1
1 −1/2

)
=

(
1/3 2/3
2/3 −2/3

)(
1 4
2 3

)(
1 1
1 −1/2

)
=

(
5 0
0 −1

)

������������������������

49.7.2 ���������������

�� A����������� exp(tA)�

exp(tA) =
∞∑

n=0

tn

n!
An, t ∈ C (30)

����������Sage������������������������������������

��������

������������������������������������� m���� 1����

���������������������������������������

m
d2x(t)

dt2
= −kx(t)

����������� k ������������� 0 ��� X ������ V ���������

�������� t ���� x(t) �������������������������������

������������������������������������
√
k/m = w ������

v(t) = dx(t)/dt������������

d

dt

(
x(t)
v(t)

)
=

(
v(t)

−w2x(t)

)
=

(
0 1

−w2 0

)(
x(t)
v(t)

)

���������

A =

(
0 1

−w2 0

)

�����

d

dt

(
x(t)
v(t)

)
= A

(
x(t)
v(t)

)

���������� (x(t), v(t))t ������������ A �������������������

(x(0), v(0)) = (X,V )������

(
x(t)
v(t)

)
= exp(tA)

(
X
V

)

������������������������ exp(tA)����������������Sage��

� T ����� exp(T )������� T.exp()������� Sage����������������

��������

1 var(’t w’) # t w������

2 A = matrix ([[0,1],[-w^2 ,0]]) # � � A�����

3 B = t*A # B� t A���

4 expo = B.exp() # expo�exp (B)� � �
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49.7 �������� 49 ����

����B = exp(tA)�����������

1 var("X V") # X, V������

2 y = vector ([X,V]) # y � � � � �( X,V)� � �

3 sol = expo*y # sol � exp(tA) �( X,V)� � � � � � � � � � �

������������ sol[0]� (x(t), v(t))������������������� t������

������������� x(t)� sol[0]����������������������������

���������full_simplify���������������������

1 print real_part(sol [0]). full_simplify ()

������������

1 (X*w*cos(t*w) + V*sin(t*w))/w

����������������� x(t)������������������������

x(t) = X cos(wt) +
V

W
sin(wt),

x(0) = X, x′(0) = V

����������������

49.7.3 ������������������������

�������� a1 = 1, a2 = 1,

an+2 = an+1 + an, n = 1, 2, 3, · · · (31)

���������������

(
an+2

an+1

)
=

(
1 1
1 0

)(
an+1

an

)

����������������� A��������

(
an+1

an

)
= A

(
an

an−1

)
= A2

(
an−1

an−2

)
= · · · = An−1

(
a2
a1

)
= An−1

(
1
1

)
(32)

��� An ������������������ an �����������An ��������A��

����������

1 A = matrix( SR , [ [1,1],[1,0] ])

2 sol = A.eigenmatrix_right ()

3 P = sol [1]

4 D = P^(-1)*A*P

5 print ’P = ’, P, ’’

6 print ’D = P^(-1)AP =’

7 print D.expand ()

������
P =
[ 1 1]
[-1/2*sqrt(5) - 1/2 1/2*sqrt(5) - 1/2]

D = P^(-1)AP =
[-1/2*sqrt(5) + 1/2 0]
[ 0 1/2*sqrt(5) + 1/2]
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49.7 �������� 49 ����

��� D��������� expand()������������ A���������

P =

(
1 1

−(
√
5 + 1)/2 (

√
5− 1)/2

)

����P−1AP = diag[(−
√
5 + 1)/2, (

√
5 + 1)/2]������������������� n����

(
(−1+

√
5

2 )n 0

0 (
√
5+1
2 )n

)
= P−1AnP

����������� An �

An = P

(
(−1+

√
5

2 )n 0

0 (
√
5+1
2 )n

)
P−1 (33)

������������������� An−1 ������������

1 var(’n’)

2 Dn = matrix ([ [D[0][0]^(n-1), 0], [0, D[1][1]^(n -1)]]) # D�n -1� � � �

3 An = P * Dn * P^(-1) # � � � A�n -1�

4 print expand(An) # A n � � � � � � � � � � � �

������
[ 1/5*sqrt(5)*(1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) + 1) +
1/5*sqrt(5)*(-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1) + (1/2*sqrt(5) +
1/2)^n/(sqrt(5) + 1) - (-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1)
2/5*sqrt(5)*(1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) + 1) +
2/5*sqrt(5)*(-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1)]
[
2/5*sqrt(5)*(1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) + 1) +
2/5*sqrt(5)*(-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1)
-1/5*sqrt(5)*(1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) + 1) -
1/5*sqrt(5)*(-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1) + (1/2*sqrt(5) +
1/2)^n/(sqrt(5) + 1) - (-1/2*sqrt(5) + 1/2)^n/(sqrt(5) - 1)]

Dn−1, An−1 � Dn, An����������������������������������

(
1
1

)
(34)

�������������� 2������ an �������������������������

1 assume(n,’integer ’) # n � � � � � � � �

2 v = vector ([1 ,1]) # � � ��(1 ,1)� v���

3 aa = An * v # A^ n� v�����

4 aa[1]. simplify_full () # � � �2 � � � � � � � � �

������
-1/5*((sqrt(5) - 1)^n*(-1)^n - (sqrt(5) + 1)^n)*sqrt(5)/2^n

������������������� an ���������������

an = −

(
5

1
2 n (−1)

n (√
5− 1

)n −
(√

5 + 5
)n)

5−
1
2 n− 1

2

2n
=

1√
5

{(1 +
√
5

2

)n

−
(1−

√
5

2

)n}

������

������������ n=1,2,...����������

1 def fib(n):

2 return -1/5*(( sqrt (5) - 1)^n*(-1)^n - (sqrt (5) + 1)^n)*sqrt (5)/2^n

3

4 for k in range (1 ,20):

5 print fib(k). simplify_full ()
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49.8 �������� 49 ����

������
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181

����������������������������

������������������������������������������������

�����

49.8 ��������

Sage��������������� jordan_form�����������




3 2 −3
−2 −1 1
5 3 −5




� Jordan������������������

1 A = matrix(QQ , [[3,2,-3],[-2,-1,1],[5,3,-5]])

2 A.jordan_form(transformation=True)

������
(
[-1 1 0] [-3 4 1]
[ 0 -1 1] [-3 -2 0]
[ 0 0 -1], [-6 5 0]
)

����

P =



−3 4 1
−3 −2 0
−6 5 0


 J =



−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1


 = P−1AP

��������������A� Jordan���� J ������������ P ���

49.9 ����

49.9.1 ����������������

N = 20��� g ������

Q+(g) :=




1
√
1g 0 0 0 0 0 0√

1g 0
√
2g 0 0 0 0 0

0
√
2g 3

√
3g 0 0 0 0

0 0
√
3g 2

√
4g 0 0 0

0 0 0
√
2g 5

√
5g 0 0

0 0 0 0
√
5g 4

. . .

0 0 0 0 0
. . .

. . .
√
Ng

0 0 0 0 0
√
Ng N + (−1)N




+ g2I

Q−(g) :=




−1 g 0 0 0 0 0 0

g 2
√
2g 0 0 0 0 0

0
√
2g 1

√
3g 0 0 0 0

0 0
√
3g 4

√
4g 0 0 0

0 0 0
√
4g 3

√
5g 0 0

0 0 0 0
√
5g 6

. . .

0 0 0 0 0
. . .

. . .
√
Ng

0 0 0 0 0
√
Ng N − (−1)N




+ g2I
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������I ������Q±(g)��������������� λ±
1 (g),λ

±
2 (g),λ

±
3 (g), · · · ,λ±

N+1(g) �

����������

L1 = (λ+
1 (j/30))

90
j=−90,

L2 = (λ+
2 (j/30))

90
j=−90,

L3 = (λ+
3 (j/30))

90
j=−90,

L4 = (λ+
4 (j/30))

90
j=−90,

L5 = (λ+
5 (j/30))

90
j=−90,

K1 = (λ−
1 (j/30))

90
j=−90,

K2 = (λ−
2 (j/30))

90
j=−90,

K3 = (λ−
3 (j/30))

90
j=−90,

K4 = (λ−
4 (j/30))

90
j=−90,

K5 = (λ−
5 (j/30))

90
j=−90

��� list plot�������������������������� plotjoined=True�����

�������������������������������������������������

��*18�

49.9.2 �������������

������������������������������������������������

�������������������������������������������������

������������������������������������������

————– *** —————

�� −1/2�� 1/2���������������������������������������

������������� 800× 800������� 1(aspect_ratio=1)���*19�

������������������������������������ (circular law)�����

������������������������

*18 ���������� 2���������������������������������������� Rabi����

���������������������������������

*19 800×800������������������������������������400×400�������������

�����������
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�� �

��

�

�����Sage�� random()� (0, 1)�������������

1 for i in range (4):

2 print random(),

������
0.329694823321 0.831787904723 0.214856702912 0.615524329254

������random()-1/2� (−1/2, 1/2)����������������

1 for i in range (4):

2 print random () - 1/2,

������
-0.0357016806704 0.0999712876727 -0.169974222529 0.39728018763

��� base ring ��������� (����� RDF)����� CDF ��������������

list plot��������
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