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A. Connes の非可換微分幾何学による素粒子理論の標準模型の再構成 

 

原田雅樹 

 

量子力学において物理量は、可換な実数によってではなく、非可換な作用素（演算子）として

記述されるようになった。また、量子力学と特殊相対性理論を統合した場の量子論によって、粒

子は、場の固有振動として捉えられるようになる。量子物理学が投じた粒子と波動の双対性は、

この場の量子論の考え方で理解される。場の量子論は時空の各点における粒子の生成と消滅を

表す作用素が、粒子の個数の固有ベクトルで張られるヒルベルト空間に作用すると考える無限

自由度の量子力学である。この見方によれば、数の変化しない粒子が空間の中の点に位置づけら

れ、時間と共にそれが軌道を描いて運動していくという実在性をア・プリオリに措定するができ

なくなった。量子力学の重ね合わせの原理から導出される量子もつれという現象、古典的な粒子

に与えるような実在性を破綻させるような現象も明確になってきた。このようなことが理解さ

れることで、量子系の実在性と環境世界の実在性、われわれの日常的な直観や概念構成とも深く

繋がる古典的世界の実在性の関係が明らかにされつつあるとも言える。 

他方、数学史を見ると、20 世紀にはいると、関数解析の分野で、関数の集合にユークリッド

空間の構造を入れるヒルベルト空間論が生み出される。さらに、そのヒルベルト空間上の作用素

の集合に環という代数構造を入れた作用素環論がフォン・ノイマンによって生み出された。また、

幾何学的空間の構造をその上の関数の集合のなす可換な代数構造で捉えようとするリーマン＝

ロッホの定理を一般化したアティヤ＝シンガーの指数定理は、幾何学的空間の局所性と大域性

の双対性を顕わにする。代数構造によって幾何学的空間を捉えようとする考え方はまさに場の

理論の幾何学の考え方と言ってもよい。コンヌは、この代数を非可換化し、アティヤ＝シンガー

の指数定理を非可換化ないし量子化し、それを非可換微分幾何学の重要な基礎付けとするので

ある。ここでは、空間の局所性の意味は新たなコホモロジー、サイクリック・コホモロジーのド・

ラム・コホモロジーとのアナロジーを通して拡張、再構成されている。 

 

空間を何か実体そのものとして直接的に把握するのではなく、その上の関数の集合の代

数構造を通して把握しようとするのは、現代数学にとって本質的なことである。そこには、

空間と代数の間に双対的な関係があるのである。例えば、19 世紀半ば以後の代数幾何学に

おいてはコンパクトな Riemann 面から代数関数体へ、Grothendieck 以後の代数幾何学にお

いては affine schemes から可換環へと、反変関手によって圏同値に移されるのである。作用

素環論においては、Gelfand-Naimark の定理によって、ルベーグ可測空間は可換 von 

Neumann 環へ、局所コンパクトなハウスドルフ位相空間は可換 C*環へと反変関手によっ

て圏同値に移される。この時、包含関係は 

局所コンパクトなハウスドルフ位相空間 ⊂ ルベーグ可測空間 

可換 C*環（ノルム位相閉） ⊃ 可換 von Neumann 環（強位相閉） 



2 

 

のように、空間と代数とで逆になっている。さらに、解析的正則空間や𝐶∞(𝑋)のような可換

関数環を非可換化したようなものと考えられるが、それはノルム位相で閉じていないもの

であると考えられる。また、Serre-Swan の定理により、可換 C*環上の有限生成される射影

加群は位相空間上のベクトル束に同値であることも分かっているので、一般に非可換 C*環

上の有限生成される射影加群を非可換位相空間上のベクトル束と考えられるとする。 

 

 Connes は、以上のような非可換微分幾何学によって素粒子理論の標準模型を再構成しよ

うとするのであるが、その基本方針について述べておく。Riemann が、有名な「幾何学につ

いての基礎」 

 

非可換微分幾何学 

解析 C*環の K 理論：位相幾何学的 K 理論のアナロジーないし拡張 

代数 cyclic cohomology：de Rham cohomology のアナロジーないし拡張 

 

ここまでのことについては、以下の文献を参照 

Alain Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, 1994, Chap. 5 まで。 

原田雅樹[2023], 「Atihah-Singer の指数定理とその非可換化」、『数理物理研究 II 特集 量

子』、数理物理出版会、pp. 169-233。 

 

 

以下、Alain Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, 1994, Chap. 6 をコメン

トする。 
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