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授業の概要



概要（シラバスから）

光のように粒子が生成・消滅するような量子論の体系が場の量子論です。量子場の状態の
ヒルベルト空間はフォック空間と呼ばれる複素ヒルベルト空間です。そして，その上のハ
ミルトニアンが定義されると時間発展が定まり，量子系の性質がハミルトニアンのスペク
トル解析に帰着されるという基本的設定は通常の量子力学と変わりません。シュレディ
ンガー作用素の解析と異なる点は，量子場においては粒子の生成・消滅を記述する作用素
が主役となる点です。これらは無限次元の正準交換関係 (CCR)を満たすものとして定義
されますが，そのような作用素の組は無数にあることが知られています。生成・消滅作用
素をそれらの和に移し，かつ CCRを保つような変換は Bogoliubov変換と呼ばれ，量子
場を解析するための基本的な技術として知られています。ここでは対模型（または対相互
作用模型）と呼ばれる量子場の模型を Bogoliubov変換によって対角化することを目標と
して講義を行います。
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授業内容

内容 � 作用素論の基礎の復習，コンパクト作用素の標準形，テンソル積，
フォック空間，生成消滅作用素

� 第二量子化作用素，様々な物理的模型，Bogoliubov変換とシンプ
レクティック群の一般論

� 対模型の自己共役性
� 量子場の模型における対角化の一般論
� 対模型の対角化，双極近似の Pauli-Fierz模型の対角化

教科書 � 量子場の数学的解析に関する基本事項は・新井朝雄，フォック空
間と量子場（上・下）［増補改訂版］ ，日本評論社，2017

文献 � Bogoliubov変換の解説と散乱理論を使った構成：
F. Hiroshima, I. Sasaki, H. Spohn and A. Suzuki, Enhanced

Binding in Quantum Field Theory, Volume 38, COE lecture

note - Kyushu University，2012

� 一般的な Bogoliubov変換の構成：
S.N.M. Ruijsenaars, On Bogoliubov transformations. II, The

general case, Ann. Phys, 116 (1978)

� Bogoliubov変換を用いた対模型の対角化：
Y. Matsuzawa, I. Sasaki and K. Usami, Explicit

Diagonalization of Pair Interaction Models,

Anal. Math. Phys. 11, 48 (2021)

2/201



Hilbert 空間と作用素の話題



記号の説明と注意

� N = {1, 2, 3, · · · }

� ONB = orthonormal basis = 正規直交基底 (= 完全正規直交系=CONS)

� ONS = orthonormal system = 正規直交系

� z ∈ Cに対して z は z の複素共役

� 作用素 Aについて Aは Aの閉包

� L{· · · }：· · · の線型包

� X∞
n=1 An：An の直積集合

� 自己共役作用素 T に対して

T ≥ 0 ⇐⇒ σ(T ) ⊂ [0,∞)

T > 0 ⇐⇒ 〈u, Tu〉 > 0 for all u ∈ dom(T ) \ {0}

⇐⇒ T ≥ 0 かつ T は単射

� T > 0でも inf σ(T ) > 0とは限らない。例：Rd 上のラプラシアンは −∆ > 0
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Hilbert空間とブラ・ケット記号

� ヒルベルト空間H ：複素＆可分，内積 〈u, v〉は uについて反線型

� u, v ∈ H に対して，階数 1の作用素 |u〉 〈v|を

|u〉 〈v| w := 〈v, w〉u

で定義する。‖u‖ = 1のとき，|u〉 〈u|は u方向への正射影作用素。

� H = Cn のとき，縦ベクトル u = (u1, · · · , un)⊺ ∈ Cn を n× 1行列とみなし，
|u〉 := uと表す。〈u| := (|u〉)∗ = (u1, · · · , un)とすると

〈u, v〉 = u∗v = (u1, · · · , un)


v1
...

vn



|u〉 〈v| =


u1
...

un

 (v1, · · · , vn) = (uivj)

� A,B ∈ B(H )に対し，A |u〉 〈v|B = |Au〉 〈B∗v|
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スペクトル分解

自己共役作用素 T のスペクトル分解を次のように表す：

T =

∫
R
λdET (λ) (ET (·)は T のスペクトル測度)

dimH = n <∞の場合，T の固有値を λj とすると，H の ONB{uj}nj=1 が存在して

T =
n∑

j=1

λj |uj〉 〈uj |

をみたす。
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共役子

写像 f が反線形であるとは，α, β ∈ Cに対して

f(αu+ βv) = αf(u) + βf(v)

となること。

定義 1

H 上の反線形な作用素 J で，次の条件 (i)(ii)を満たすものを共役子という。

(i) J は全単射で J2 = 1

(ii) ‖u‖ = ‖Ju‖, (u ∈ H )

例 2

f ∈ L2(Rd)に対して (Jf)(x) := f(x)とすれば，この J は共役子である。共役子は唯
一つではない，J ′ を (J ′f)(x) := f(−x)とすると，J ′ も L2(Rd)上の共役子である。

定義 3

共役子 J を一つ固定する。AをH 上の線型作用素とする。Aの共役作用素 A∗ が定義
可能なとき，Aの転置を A⊺ := JA∗J で定義する。

例 4

H = Cn で A = (aij)を複素数値正方行列とする。J を各成分の複素共役をとる共役
子とすると，A⊺ は Aの転置行列である。つまり A⊺ = (aji)

6/201



共役子に関する基本的な性質

命題 5

J をH 上の共役子とするとき，以下の性質が成り立つ：

(1) 任意の u, v ∈ H について 〈u, v〉 = 〈Jv, Ju〉

(2) A,B ∈ B(H )に対して (AB)⊺ = B⊺A⊺

(3) A ∈ B(H )が可逆 (bounded invertible)であるとき，(A⊺)−1 = (A−1)⊺

(4) u, v ∈ H に対して (|u〉 〈v|)⊺ = |Jv〉 〈Ju|

証明. (1)は偏極恒等式を使えばよい。(2)，(3)も簡単なので略。

注意 6

f ∈ H の複素共役を f := Jf，作用素 Aの複素共役を JAJ = Aと表記する文献も多
いが，このスライドでは記号 Aは作用素 Aの閉包を表すものとする。
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コンパクト作用素の標準形

定理 7

K をH 上のコンパクト作用素，N := rank(K) ≤ ∞とする。このとき，N 個の正数
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · およびH の ONS {ψn}Nn=1, {ϕn}Nn=1 が存在して

K =
N∑

n=1

λn |ϕn〉 〈ψn| . (1)

N = ∞のとき λn → 0(n→ ∞)であり，(1) は作用素ノルムの位相で収束する。

定理 8 (Kristensen, Mejlbo and Poulsen(1967))

H 上のコンパクト作用素K はK = K⊺ を満たすとする。このとき，N 個の正数
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · およびおよび，H の ONS {gn}Nn=1, (N ≤ ∞)が存在して

K =
N∑

n=1

λn |gn〉 〈Jgn| (2)

N = ∞のとき λn → 0(n→ ∞)である。

※ (|gn〉 〈Jgn|)⊺ = |gn〉 〈Jgn|なので (2)の右辺は転置で不変。
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定理 8の証明

定理 7より，K =
∑N

n=1 λn |ϕn〉 〈ψn| と表すことができる。{λn}の重複を除き，大き
い順に並べたものを {αl}とする：

{λn | n = 1, · · · , N} = {αl | l = 1, · · · , L}, L ≤ N

α1 > α2 > · · · .

作用素 Ul を

Ul :=

N∑
n=1

(λn=αl)

|ϕn〉 〈ψn|

で定義すると

K =
L∑

l=1

αlUl (3)

となる。Ul は部分等長作用素であり始集合・終集合はそれぞれ有限次元空間

Hil := L{ψn | λn = αl, n = 1, 2, · · · }, Hfl := L{ϕn | λn = αl, n = 1, 2, · · · }

である。

↷ ↷↷
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始集合・終集合への正射影作用素はそれぞれ

Pil := U∗
l Ul =

N∑
n=1

(λn=αl)

|ψn〉 〈ψn| , Pfl := UlU
∗
l =

N∑
n=1

(λn=αl)

|ϕn〉 〈ϕn| (4)

である。{ψn}n, {ϕn}n の正規直交性から Ul の直交性が従う：

U∗
l Um = δlmPim, UlU

∗
m = δlmPfm (5)

以下，Ul = U⊺
l (l = 1, 2, · · · )を示す。

(3), (4)と (5)からKK∗ =
∑

l α
2
l Pfl となる。また，同様の計算で

(KK∗)nK =
( L∑

l=1

α2n
l Pil

)
K =

L∑
l=1

α2n+1
l Ul n = 1, 2, · · · (6)

仮定K = K⊺ から (K∗K)⊺ = K⊺(K∗)⊺ = KK∗ となり，次がいえる

((KK∗)nK)⊺ = K(K∗K)n = (KK∗)nK

したがって，(6)は転置で不変である。

↷ ↷↷
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したがって，任意の n = 1, 2, · · · に対して

L∑
l=1

α2n+1
l Ul =

L∑
l=1

α2n+1
l U⊺

l (7)

α1 > α2 > · · · > 0なので

U1 = lim
n→∞

∑L
l=1 α

2n+1
l Ul

α2n+1
1

= lim
n→∞

∑L
l=1 α

2n+1
l U⊺

l

α2n+1
1

= U⊺
1

(7)から l = 1の項を除いて同様ことを行えば U2 = U⊺
2 が導かれる。同様にして

Ul = U⊺
l (l = 1, · · · )が示される。

定理を示すためには l = 1, · · · に対してHfl の ONB {gj}が存在して

Ul =

dim Hfl∑
j=1

|gj〉 〈Jgj | (8)

となることがいえればよい。

↷ ↷↷
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(8)を示す。l = 1, 2, · · · を固定し，U := Ul と略記する。ϕ ∈ Hfl \ {0}を任意にとり

χ+ := ϕ+ UJϕ, χ− := i(ϕ− UJϕ)

とおく。U = U⊺ から JUJ = U∗ である。したがって，

UJχ+ = UJ(ϕ+ UJϕ) = UJϕ+ UU∗ϕ = UJϕ+ Pflϕ = χ+

UJχ− = UJi(ϕ− UJϕ) = −i(UJϕ− ϕ) = χ−

また，χ+ − iχ− = 2ϕ 6= 0なので χ± の一方は零ではない。χ± のうち，零でない方を
実数倍して規格化したものを g とする。このとき

g = UJg ∈ ran(U) = Hfl, Jg = U∗g ∈ ran(U∗) = Hil

に注意し，

U ′ := U − |g〉 〈Jg|

とおく。U ′ = (U ′)⊺ であり，

U ′(U ′)∗ = (U − |g〉〈Jg|)(U∗ − |Jg〉〈g|)

= UU∗ − |UJg〉〈g| − |g〉 〈Jg|U∗ + |g〉 〈Jg|Jg〉 〈g|

= Pfl − |g〉 〈g| (9)

(U ′)∗U ′ = (U∗ − |Jg〉〈g|)(U − |g〉〈Jg|)

= Pil − |Jg〉 〈Jg|

↷ ↷↷
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以上より，U ′ も部分等長であり，dim ran(U ′) = dim ran(U)− 1である。

U ′ = (U ′)⊺ だから，同様の方法で，単位ベクトル g′ ∈ ran(U ′)で

U ′′ := U ′ − |g′〉 〈Jg′|

が部分等長で，dim ran(U ′′) = dim ran(U)− 2となるものを作ることができる。(9)か
ら ran(U ′) ⊥ g もわかるので，特に g′ ⊥ g が成り立つ。

以上の操作を dimHfl 回行うことにより，Hfl の正規直交基底 {gj}で

U =

dim Hfl∑
j=1

|gj〉 〈Jgj |

となるものを構成することができる。
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トレース型作用素とHilbert-Schmidt型作用素

{en}n をH の ONBとする。

定義 9 (トレース型作用素)

H 上のコンパクト作用素K がトレース型であるとは

tr(K∗K)1/2 =
∑
n

〈
en, (K

∗K)1/2en
〉
=
∑
j

λj <∞

となることである（ただし，{λj}j は (K∗K)1/2 の重複度も含めた固有値）。トレース
型作用素の集合を I1(H )と表す。K が Hilbert-Schmidtであるとは，K∗K がト
レース型であることである。すなわち

tr(K∗K) =
∑
j

λ2j <∞

Hilbert-Schmidt型作用素の集合を I2(H )と表す。

I2(H )は内積 〈A,B〉HS := tr(A∗B)によって Hilbert空間となる。
{en}∞n=1, {fm}∞m=1 をH の ONBとするとき

{|en〉 〈fm| | n,m ∈ N}

は I2(H )の ONBである。
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Hilbert空間のテンソル積

H1,H2 を Hilbert空間とする。ψi ∈ Hi (i = 1, 2)に対して，共役双線型写像
ψ1 ⊗ψ2 : H1 × H2 → Cを

(ψ1 ⊗ψ2)(ϕ1, ϕ2) := 〈ϕ1, ψ1〉 〈ϕ2, ψ2〉 , ((ϕ1, ϕ2) ∈ H1 × H2)

で定義する。ψ1 ⊗ψ2 を ψ1 と ψ2 の純テンソルという。明らかに

(ψ1 + αψ′
1)⊗ψ2 = ψ1 ⊗ψ2 + αψ′

1 ⊗ψ2 α ∈ C, ψ′
i ∈ Hi

ψ1 ⊗(ψ2 + αψ′
2) = ψ1 ⊗ψ2 + αψ1 ⊗ψ′

2

部分空間 Di ⊂ Hi (i = 1, 2)に対して，それらの元の純テンソルによって張られる空間

D1⊗̂D2 := L{ψ1 ⊗ψ2 | ψi ∈ Di, i = 1, 2}

を D1,D2 の代数的テンソル積という。

純テンソル同士の内積を〈
ψ1 ⊗ψ2, ψ

′
1 ⊗ψ′

2

〉
:=
〈
ψ1, ψ

′
1

〉 〈
ψ2, ψ

′
2

〉
で定義し，線形性によってH1⊗̂H2 全体に拡張する（これは well-defined）。特に
‖ψ1 ⊗ψ2‖ = ‖ψ1‖‖ψ2‖である。
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テンソル積の一般的な性質

内積空間H1⊗̂H2 を完備化した空間を，H1 とH2 のテンソル積といいH1 ⊗H2 で
表す。

次の性質が成り立つ。

命題 10

(i)部分空間 Di ⊂ Hi が稠密なら D1⊗̂D2 もH1 ⊗H2 で稠密
(ii) {en}Nn=1, {fm}Mm=1 をそれぞれH1, H2 の ONBとするとき

{en ⊗ fm | n = 1, · · · , N,m = 1, · · · ,M}

はH1 ⊗H2 の ONB
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L2 空間のテンソル積

(Xi, dµi) (i = 1, 2)を測度空間とする。L2(Xi, dµi) (i = 1, 2)は可分とする。

命題 11

ユニタリ作用素 U : L2(X1, dµ1)⊗L2(X2, dµ2) → L2(X1 ×X2, dµ1 ⊗ dµ2)で

(U(f1 ⊗ f2))(x, y) = f1(x)f2(y), fi ∈ L2(Xi, dµi) (i = 1, 2) (10)

を満たすものが唯一つ存在する。

証明. {fn}n, {gm}m をそれぞれ L2(X1, dµ1), L2(X2, dµ2)の ONBとする。
{fn ⊗ gm}n,m は L2(X1, dµ1)⊗L2(X2, dµ2)の ONB，{fn(x)gm(y)}n,m は
L2(X1 ×X2, dµ1 ⊗ dµ2)の ONBなので，それらを全単射で移すユニタリ作用素がただ
一つ存在する。それを U とすれば，(10)を満たす。一意性は構成法から明らか。

以上，簡単のため 2つのテンソル積だけ解説したが，n個のヒルベルト空間のテンソル積
H1 ⊗H2 ⊗ · · ·⊗Hn も同様に定義される。
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多重テンソル積と対称化作用素

H の n重テンソル積を ⊗n H とかく。σ ∈ Sn(置換)に対して

Uσ(ψ1 ⊗ · · ·⊗ψn) = ψσ(1) ⊗ · · ·⊗ψσ(n), (ψi ∈ H , i = 1, · · · , n)

を満たす ⊗n H 上のユニタリ作用素がただ一つ存在する。n次の対称化作用素を

Sn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

Uσ

で定義する。

命題 12

任意の σ ∈ Sn に対して UσSn = Sn である。さらに S∗
n = Sn, S2

n = Sn が成り立つ。

証明. 簡単なので略。

定義 13

H の n重対称テンソル積を

n
⊗

sym
H := Sn(

n
⊗H )

で定義する。

※H を 1個のボソンの状態空間とするとき，nボソン状態の空間は ⊗n
sym H である。
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テンソル積空間とHilbert-Schmidt作用素

J をH 上の共役子とする。Hilbert-Schmidt作用素 I2(H )からH ⊗H へのユニタ
リ作用素 Θで

Θ(|u〉 〈Jv|) = u⊗ v (u, v ∈ H )

を満たすものが唯一つ存在する。また，Ifin をH 上の有限階作用素の集合とするとき，
ΘIfin = H ⊗̂H である。同型 Θによって，K = K⊺ を満たす Hilbert-Schmidt作用
素を 2ボソン状態とみなすことができる：

命題 14

K ∈ I2(H )に対して

K = K⊺ ⇐⇒ Θ(K) ∈
2
⊗

sym
H

証明. K = K⊺ とする。定理 8から ONS{gn}n をつかってK =
∑

n λn |gn〉 〈Jgn|と
表せるので

Θ(K) =
N∑

n=1

λn(gn ⊗ gn) ∈
2
⊗

sym
H

である。逆を示す。

↷ ↷↷
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{en}n をH の ONBとするとき，

Θ∗(en ⊗ em + em ⊗ en) = |en〉 〈Jem|+ |em〉 〈Jen|

なので，明らかにこれは転置で不変。{en ⊗ em + em ⊗ en | n ≥ m}は ⊗2
sym H の直交

基底を成すので，任意の Ψ ∈ ⊗2
sym H に対して Θ∗Ψは転置で不変である。
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作用素のテンソル積

A, B をそれぞれヒルベルト空間H ,K 上の稠密に定義された閉作用素とするとき，
A⊗̂B を

(A⊗̂B)(ψ⊗ϕ) = Aψ⊗Bϕ, ψ ∈ dom(A), ϕ ∈ dom(B)

で定義し，一般の dom(A)⊗̂ dom(B)の元に対しては線形性で拡張する。このとき，
A⊗̂B は可閉となることが示される。そこで Aと B のテンソル積をその閉包によって定
義する：

A⊗B := A⊗̂B

命題 15

(1) A ∈ B(H ), B ∈ B(K )のとき A⊗B ∈ B(H ⊗K )であり

A⊗B = (A⊗1)(1⊗B) = (1⊗B)(A⊗1)

‖A⊗B‖ = ‖A‖‖B‖

(2) A,B がユニタリなら A⊗B もユニタリ

(3) A,B が自己共役ならば A⊗1+ 1⊗B も自己共役。さらに，A,B が下に有界なら
A⊗1+ 1⊗B = A⊗1+ 1⊗B で，これも下に有界。
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対称テンソル積空間上の作用素

T をH 上で稠密に定義された閉作用素とする。n = 1, 2, · · · に対して

T (n) :=
n∑

j=1

1⊗ · · ·⊗1⊗

j-th︷︸︸︷
T ⊗1⊗ · · ·⊗1

は ⊗n H 上の閉作用素である。明らかに対称化作用素 Sn は T (n) を簡約する

SnT
(n) ⊂ T (n)Sn

したがって，簡約部分 T (n)d⊗n
sym H が自然に定義される。簡約部分も同じ記号 T (n) で

表す。T が自己共役なら T (n) も自己共役である。

T を 1ボソンのハミルトニアンとするとき，互いに相互作用しない nボソンのハミルト
ニアンは T (n) で与えられる。

例 16

−∆3 を L2(R3)上の 3次元ラプラシアンとする。L2(R3)⊗L2(R3) ∼= L2(R6)と同一
視すれば −∆3 ⊗1− 1⊗∆3

∼= −∆6 であり，対称化された空間に作用素してもラプラ
シアンはラプラシアンである。
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フォック空間と量子場



ヒルベルト空間の直和

ヒルベルト空間Hn (n = 0, 1, 2, · · · )の直和ヒルベルト空間を

∞⊕
n=0

Hn =

{
(Ψ(n))∞n=0 ∈

∞
X

n=0
Hn

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

‖Ψ(n)‖2Hn
<∞

}

で定義する。ここでは，これをH で表すことにする。ベクトル Ψ ∈ H は

Ψ = (Ψ(0),Ψ(1),Ψ(2), · · · )

のようにも表される。Ψ,Φ ∈ H の内積は

〈Ψ,Φ〉 :=
∞∑

n=0

〈
Ψ(n),Φ(n)

〉
Hn

で定義される。Hn (n = 0, 1, · · · )の代数的直和を

∞
⊕̂

n=0
Hn := {(Ψ(n))∞n=0 ∈ H | ∃m ∈ N, ∀n ≥ m,Ψ(n) = 0}

で定義する。これはH で稠密である。
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直和ヒルベルト空間上の典型的な作用素

Hn,Kn をヒルベルト空間とする。有界作用素 Xn : Hn → Kn に対して作用素
X : ⊕∞

n=0Hn → ⊕∞
n=0Kn を次で定義する：

dom(X) := {Ψ = (Ψ(n))∞n=0 |
∑∞

n=0‖XnΨ
(n)‖2 <∞}

(XΨ)(n) := XnΨ
(n), n = 0, 1, 2, · · ·

この作用素を X = ⊕∞
n=0Xn = X0 ⊕X1 ⊕ · · · などと書く。

命題 17

作用素 X は稠密に定義された閉作用素である。supn ‖Xn‖ = ∞なら X は非有界であ
る。稠密な部分空間 Dn ⊂ Hn に対して，⊕̂∞

n=0Dn は X の芯である。

証明. ほぼ定義どおりに確かめればよい。
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フォック空間

H を 1ボソンの状態空間とする。
フォック空間は任意個のボソン状態を記述する空間であり，

Fb(H ) :=
∞⊕

n=0

 n⊗
sym

H


によって定義される。ただし，⊗0

sym H := Cとする。Ψ ∈ Fb(H )を粒子数ごとに

Ψ = (Ψ(n))∞n=0, Ψ(n) ∈
n
⊗

sym
H

と表すとき，Ψ,Φ ∈ Fb(H )の内積は

〈Ψ,Φ〉 :=
∞∑

n=0

〈
Ψ(n),Φ(n)

〉
⊗nH

で定義される。この内積でFb(H )もヒルベルト空間となる。
粒子数が 0の状態

Ω := (1, 0, 0, · · · )

を（フォック）真空という。
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生成・消滅作用素

定義 18

1粒子状態 f ∈ H を生成する生成作用素 A∗(f)を次で定義する：

dom(A∗(f)) :=

{
Ψ = (Ψ(n))∞n=0 ∈ Fb(H )

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

n‖Snf ⊗Ψ(n)‖2 <∞
}

(A∗(f)Ψ)(n) :=

{
0, n = 0
√
nSn(f ⊗Ψ(n−1)), n = 1, 2, · · ·

A∗(f)の共役作用素 A(f) := [A∗(f)]∗ を消滅作用素という。

※作用だけ考えれば，f に関して A∗(f)は線形，A(f)は反線形
※ A(f), A∗(f), (f 6= 0)は非有界作用素

例 19

f, g ∈ H に対して

•A(f)Ω = 0

•A∗(f)Ω = (0, f, 0, 0, · · · )

•A∗(f)A∗(g)Ω = (0, 0,
√
2S2(f ⊗ g), 0, 0, · · · ) = (0, 0, 1√

2
(f ⊗ g + g⊗ f), 0, · · · )

26/201



生成・消滅作用素の閉性

定義 20

Fb0(H ) := ⊕̂∞
n=0 ⊗n

sym H を有限粒子部分空間 (finite particle subspace)という。

容易にわかるようにFb0(H ) ⊂ dom(A(f)) ∩ dom(A(f)∗)であり

A(f)Fb0(H ) ⊂ Fb0(H ), A∗(f)Fb0(H ) ⊂ Fb0(H )

命題 21

A(f), A∗(f)は稠密に定義された閉作用素であり，Fb0(H )はそれらの芯である。

証明. 命題 17を次のように適用すればよい：

H0 = {0} (Cではない！), K0 = C, X0 = 0

Hn =
n−1
⊗

sym
H , Kn =

n
⊗

sym
H , n = 1, 2, · · ·

XnΨ
(n) =

√
n+ 1Sn+1(f ⊗Ψ(n)), n = 1, 2, · · ·
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フォック空間の同型

H ,K をヒルベルト空間とし，U : H → K をユニタリ作用素とする。n個のテンソル
積 U⊗n := U ⊗ · · ·⊗U は ⊗n

sym H から ⊗n
sym K へのユニタリ作用素である。そこで

Γ(U) = 1⊕ U ⊕ (U ⊗U)⊕ · · · ⊕ U⊗n ⊕ · · ·

とおけば，これはFb(H )からFb(K )へのユニタリ作用素である。

命題 22

f ∈ H に対して

Γ(U)A(f)Γ(U)∗ = A(Uf), Γ(U)A∗(f)Γ(U)∗ = A∗(Uf)

証明. Ψ ∈ dom(A∗(f)Γ(U)∗)に対して

(Γ(U)A∗(f)Γ(U)∗Ψ)(n) =
√
nU⊗nSn(f ⊗(Γ(U∗)Ψ)(n−1))

=
√
nU⊗nSn(f ⊗(U∗)⊗(n−1)Ψ(n−1))

=
√
nSn(Uf)⊗U⊗(n−1)(U∗)⊗(n−1)Ψ(n−1))

=
√
nSn(Uf)⊗Ψ(n−1))

= (A∗(Uf)Ψ)(n)
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Fb(L
2(M,dk))上で消滅作用素 A(f)の具体的な作用

(M,µ)を測度空間とし，L2(M) := L2(M,dµ)は可分であるとする。⊗n
sym L2(M)は

二乗可積分な対称関数の空間と同一視することができる。

L2
sym(Mn) := {Ψ ∈ L2(Mn) | Ψ(k1, · · · , kn) = Ψ(kσ(1), · · · , kσ(n)), σ ∈ Sn}

このとき，A∗(f)の定義から

〈Ψ, A(f)Φ〉 = 〈A∗(f)Ψ,Φ〉 =
∞∑

n=0

√
n+ 1

〈
Sn+1(f ⊗Ψ(n)),Φ(n+1)

〉
以下 dµ(k)を dk と略記する。ここで〈

Sn+1(f ⊗Ψ(n)),Φ(n+1)
〉
=
〈
f ⊗Ψ(n), Sn+1Φ

(n+1)
〉
=
〈
f ⊗Ψ(n),Φ(n+1)

〉
=

∫
Mn+1

f(k1)Ψ(n)(k2, · · · , kn+1)Φ
(n+1)(k1, · · · , kn+1)dk1 · · · dkn+1

=

∫
Mn

Ψ(n)(k2, · · · , kn+1)

[ ∫
M
f(k1)Φ

(n+1)(k1, · · · , kn+1)dk1

]
dk2 · · · dkn+1

となることから，A(f)の作用は

(A(f)Φ)(n)(·) =
√
n+ 1

∫
M
f(k)Φ(n+1)(k, ·)dk (11)

となる。上では第 1変数について積分したが，Φ(n+1) は対称関数なので，どの変数で積
分しても同じである。
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命題 23 (正準交換関係 (CCR))

Fb0(H )上で次の交換関係が成立する。

[A(f), A∗(g)] = 〈f, g〉 , f, g ∈ H

[A(f), A(g)] = 0 = [A∗(f), A∗(g)]

証明. 命題 22からFb(L
2(M))上で証明を行えば十分。以下，a.e.は略。まず (11)から

(A(f)A(g)Ψ)(n)(·) =
√
n+ 1

∫
M
dkf(k)(A(g)Ψ)(n+1)(k, ·)

=
√

(n+ 1)(n+ 2)

∫
M2

dkdk′f(k)g(k′)Ψ(n+2)(k, k′, ·)

= (A(g)A(f)Ψ)(n)(·)

から [A(f), A(g)] = 0 = [A∗(f), A∗(g)]がしたがう。

以下，[A(f), A∗(g)] = 〈f, g〉を示す。(11)から

(A(f)A∗(g)Ψ)(n)(k1, · · ·,kn) =
√
n+ 1

∫
M
f(kn+1)(A

∗(g)Ψ)(n+1)(k1, · · ·, kn, kn+1)dkn+1

である。次に A∗(g)の定義から

(A∗(g)Ψ)(n+1)(k1, · · · , kn+1) =
√
n+ 1Sn+1(g⊗Ψ(n))(k1, · · · , kn+1)

=

√
n+ 1

(n+ 1)!

∑
σ∈Sn+1

g(kσ(1))Ψ
(n)(kσ(2), · · · , kσ(n+1)) (12)

となるが，

↷ ↷↷
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関係式 ∑
σ∈Sn+1

g(kσ(1))(· · · ) =
n+1∑
j=1

g(kj)
∑

σ∈Sn+1
(σ(1)=j)

(· · · )

に注意すると

(A(f)A∗(g)Ψ)(n)(k1, · · · , kn)

=
1

n!

∫
M
dkn+1f(kn+1)

n+1∑
j=1

g(kj)
∑

σ∈Sn+1
(σ(1)=j)

Ψ(n)(kσ(2), · · · , kσ(n+1))

ここの j に関する和を 1 ∼ nまでの和と j = n+ 1とに分けると，

=
n∑

j=1

g(kj)

∫
M
dkn+1f(kn+1)

1

n!

∑
σ∈Sn+1
(σ(1)=j)

Ψ(n)(kσ(2), · · · , kσ(n+1))

+ 〈f, g〉
1

n!

∑
σ∈Sn+1

(σ(1)=n+1)

Ψ(n)(kσ(2), · · · , kσ(n+1))

=
n∑

j=1

g(kj)

∫
M
dkn+1f(kn+1)Ψ

(n)(k1, · · · , kj−1, kj+1, · · · , kn+1)

+ 〈f, g〉Ψ(n)(k1, · · · , kn) (13)

↷ ↷↷
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一方，(12)より

(A∗(g)A(f)Ψ)(n)(k1, · · · , kn) =
√
n

n!

∑
σ∈Sn

g(kσ(1))(A(f)Ψ)(n−1)(kσ(2), · · · , kσ(n))

(11)を n→ n− 1にして使うと

=
1

(n− 1)!

∑
σ∈Sn

g(kσ(1))

∫
M
dkn+1f(kn+1)Ψ

(n)(kσ(2), · · · , kσ(n), kn+1)

=
1

(n− 1)!

n∑
j=1

g(kj)
∑

σ∈Sn
(σ(1)=j)

∫
M
dkn+1f(kn+1)Ψ

(n)(kσ(2), · · · , kσ(n), kn+1)

=
n∑

j=1

g(kj)

∫
M
dkn+1f(kn+1)

1

(n− 1)!

∑
σ∈Sn

(σ(1)=j)

Ψ(n)(kσ(2), · · · , kσ(n), kn+1)

=
n∑

j=1

g(kj)

∫
M
dkn+1f(kn+1)Ψ

(n)(k1, · · · , kj−1, kj+1, · · · , kn+1)

これと (13)から

([A(f), A∗(g)]Ψ)(n)(k1, · · · , kn) = 〈f, g〉Ψ(n)(k1, · · · , kn)

となる（n = 0の場合は簡単なので略）。したがって，[A(f), A∗(g)] = 〈f, g〉が成立す
る。
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命題 24

任意の f ∈ H に対して dom(A(f)) = dom(A∗(f))である。

証明. CCRから Ψ ∈ Fb0 に対して

‖A∗(f)Ψ‖2 = 〈Ψ, A(f)A∗(f)Ψ〉

=
〈
Ψ, (A∗(f)A(f) + ‖f‖2)Ψ

〉
= ‖A(f)Ψ‖2 + ‖f‖2‖Ψ‖2 (14)

である。したがって，Fb0 は A∗(f), A(f)の芯であることに注意して，極限操作を行え
ば，A∗(f), A(f)の定義域は等しいことがわかる。
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有限粒子部分空間

定義 25

D ⊂ H とする。真空に生成作用素を作用させてできるベクトルの張る空間

Ffin(D) := L{Ω, A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω | fj ∈ D , j = 1, · · · , n, n ∈ N}

を D によって生成される有限粒子部分空間という。

※有限粒子部分空間Fb0 もあったので注意が必要（こちらは粒子数が有限の意味）

命題 26

Ffin(D) = ⊕̂∞
n=0⊗̂

n
symD である。したがって，D がH で稠密ならFfin(D)は

Fb(H )で稠密。

証明. A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω = (0, · · · , 0,
√
n!Sn(f1 ⊗ · · ·⊗ fn)︸ ︷︷ ︸

n 番目

, 0, 0, · · · ) なので，nを

固定したとき，このようなベクトルの張る空間は

0⊕ · · · ⊕ 0⊕ Sn(⊗̂
n
D)⊕ 0 · · · = 0⊕ · · · 0⊕ ⊗̂n

symD ⊕ 0 · · ·

に等しい。
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第２量子化作用素

T (n) は以前定義した（n = 1, 2, · · ·）。T (0) := 0とする。

定義 27

T をH 上の稠密に定義された閉作用素とする。このときFb(H )上の作用素

dΓb(T ) := ⊕∞
n=0T

(n)

を T の第二量子化作用素という。

以下のことは直ちにわかる。

� T 6= 0なら T は非有界

� T が自己共役なら dΓb(T )も自己共役である。さらに T ≥ 0なら dΓb(T ) ≥ 0

� T のスペクトルがわかれば，dΓb(T )のスペクトルもわかる

� D を T の芯とするとき，Ffin(D)は dΓb(T )の芯である

� dΓb(T )Ω = 0

例 28

1光子の状態空間は L2(R3 × {1, 2}, dk)である（運動量空間）。1光子のハミルトニア
ンは Planckの関係式より掛け算作用素 |k|であるから，光子全体（量子輻射場，光子
場ともいう）のハミルトニアンは dΓb(|k|)で与えられる。
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第二量子化作用素の変換性

H ,K をヒルベルト空間とする。ユニタリ変換 U : H → K に対して，フォック空間の
間のユニタリ変換

Γ(U) :=
∞⊕

n=0

(U⊗n) : Fb(H ) → Fb(K )

が定義されたことを思い出そう。

命題 29

T をH 上の閉作用素とする。このとき，

Γ(U)dΓb(T )Γ(U)∗ = dΓb(UTU
∗)

証明. もちろん Γ(U)∗ = Γ(U∗)である。上式の 2粒子部分への作用は

(U ⊗U)(T ⊗1+ 1⊗T )(U ⊗U)∗ = (UTU∗)⊗1+ 1⊗(UTU∗)

となる。n粒子部分への作用も同様である。
例 30

1光子の状態空間は運動量表示ではH = L2(R3 × {1, 2}, dk)であった。1光子状態は
逆フーリエ変換 F ∗ : L2(R3 × {1, 2}, dk) → L2(R3 × {1, 2}, dx) におって位置座標表
示へ移る。このとき，Γ(F ∗)によって電磁場全体が位置座標の表示になり，このとき
Γ(F ∗)dΓb(|k|)Γ(F ) = dΓb(

√
−∆)が成り立つ。
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自由場の時間発展

命題 31

T をH 上の自己共役作用素とする。このとき，

e−itdΓb(T ) = Γ(e−itT )

証明. ２粒子部分に注目すると

exp(−itT (2)) = exp(−it(T ⊗1+ 1⊗T ))

= exp(−itT ⊗1) exp(−it1⊗T )

= (exp(−itT )⊗1)(1⊗ exp(−itT ))

= e−itT ⊗ e−itT

3粒子以上の成分でも同様である。
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消滅作用素の核

H = L2(M,dµ)の場合を考える。以下，⊗n
sym L2(M)は二乗可積分な対称関数の空間

L2
sym(Mn)と同一視する。これらの直積集合

F× :=
∞
X

n=0
L2
sym(Mn)

= {Ψ = (Ψ(n))∞n=0 | Ψ(n) ∈ L2
sym(Mn)}

を考える。ただし C := L2
sym(M0)とする。フォック空間Fb(L

2(M))をF× の部分集
合とみなし，Ψ = (Ψ(n))∞n=0 ∈ F× に対して，形式的なノルムを

‖Ψ‖2 :=
∞∑

n=0

‖Ψ(n)‖2
L2(Mn)

∈ [0,∞]

を導入する。Ψ,Φ ∈ F× の内積を

〈Ψ,Φ〉 :=
∞∑

n=0

〈
Ψ(n),Φ(n)

〉
によって定義する（ただし，その和が収束するとき）。

↷ ↷↷
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定義 32

Ψ = (Ψ(n))∞n=0 ∈ F x と k ∈M に対して A(k)Ψ ∈ F x を

(A(k)Ψ)(n)(·) :=
√
n+ 1Ψ(n+1)(k, ·) ∈ L2

sym(Mn), n = 0, 1, 2, · · · .

によって定義する。A(k)を消滅作用素の核（超関数核）という。

ここで，A(k)Ψは µ-a.e. k ∈M で定義されている。

命題 33

有限粒子状態 Φ ∈ Fb0 に対して，〈Φ, A(k)Ψ〉は有限和であり

〈Φ, A(f)Ψ〉 =
∫
M
dk f(k) 〈Φ, A(k)Ψ〉 , Ψ ∈ dom(A(f)).

証明. Φの最大の粒子数を N とすると

〈Φ, A(f)Ψ〉 =
N∑

n=0

〈
Φ(n), (A(f)Ψ)(n)

〉

=
N∑

n=0

√
n+ 1

∫
M
f(k)

〈
Φ(n),Ψ(n+1)(k, ·)

〉
dk ∵ (11)

=

∫
M
f(k)

N∑
n=0

√
n+ 1

〈
Φ(n),Ψ(n+1)(k, ·)

〉
dk
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生成・消滅作用素の核の CCR

命題 33より消滅作用素は，形式的に

A(f) =

∫
M
dkf(k)A(k)

と表される。A∗(f)に対しても同様の作用素値超関数核 A∗(k)を定義し
A∗(f) =

∫
M dkf(k)A∗(k)と考えるのもできなくはないが，こちらはデルタ関数が現れ

るため，厳密な取り扱いが難しい。生成・消滅作用素の作用素値超関数核 A∗(k), A(k)

は形式的に CCR

[A(k), A∗(k′)] = δ(k − k′), [A(k), A(k′)] = 0 = [A∗(k), A∗(k′)]

を満たすこととなるだろう。

A∗(k), A(k)のほうが素の生成・消滅作用素であると考え，A∗(f), A(f)を関数 f(k)に
よって均された生成・消滅作用素と呼ぶこともある。

デルタ関数を含む A∗(k)の取り扱いには特に慎重になる必要がある。
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第二量子化作用素の消滅作用素核による表示

L2(M)上の非負値関数 Q(k)による掛け算作用素を Qとあらわす。

命題 34

Ψ ∈ Fb(L
2(M))に対して，Ψ ∈ dom(dΓb(Q)1/2)と∫

M
Q(k)‖A(k)Ψ‖2dk <∞ (15)

は同値であり，このとき，次の等式が成り立つ：

‖dΓb(Q)1/2Ψ‖2 =

∫
M
dkQ(k)‖A(k)Ψ‖2 (16)

証明. A(k)Ψの定義から∫
M
dk1Q(k1)‖A(k1)Ψ‖2 =

∞∑
n=1

∫
M
dk1Q(k1)n‖Ψ(n)(k1, ·)‖2L2(Mn−1)

=
∞∑

n=1

∫
Mn

dk1 · · · dknQ(k)n|Ψ(n)(k1, · · · , kn)|2

ここで Ψ(n)(k1, · · · , kn)の対称性を用いると

↷ ↷↷
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=

∞∑
n=1

∫
Mn

dk1 · · · dkn(Q(k1) + · · ·+Q(kn))|Ψ(n)(k1, · · · , kn)|2

=
∞∑

n=1

‖(Q(n))1/2Ψ(n)‖2
L2(Mn)

= ‖dΓb(Q)1/2Ψ‖2

となる。これらの等式は左辺・右辺のどちらかが有限ならもう一方も有限であるから
(15)であることと Ψ ∈ dom(dΓb(Q)1/2)は同値であり，等式 (16)が成立する。

(16)から，任意の Ψ,Φ ∈ dom(dΓb(Q))に対し

〈Ψ, dΓb(Q)Φ〉 =
∫
M
dkQ(k) 〈A(k)Ψ, A(k)Φ〉

と書ける。したがって，もし A∗(k)が定義されれば形式的に次を満たすだろう：

dΓb(Q) =

∫
M
dkQ(k)A∗(k)A(k) (17)

これは自由場のハミルトニアンとして，物理の教科書に現れる形である。しかし，A(k)
は可閉作用素ではなく，したがってその共役作用素の扱いは微妙である。数学的に厳密な
立場からは，(17)は避けることが多い。
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命題 35

T > 0をH 上の自己共役作用素とする。f ∈ dom(T−1/2)に対し，
dom(dΓb(T )

1/2) ⊂ dom(A(f))であり，Ψ ∈ dom(dΓb(T )
1/2)に対し

‖A(f)Ψ‖ ≤ ‖T−1/2f‖‖dΓb(T )
1/2Ψ‖, (18)

‖A∗(f)Ψ‖2 ≤ ‖T−1/2f‖2‖dΓb(T )
1/2Ψ‖2 + ‖f‖2‖Ψ‖2 (19)

証明. ユニタリ変換 U : H → L2(M)によって T を掛け算作用素 Qにすることができ
るので，H = L2(M), T = Qの場合を示せば十分である。D = dom(Q)とする。
Ψ ∈ Ffin(D)とする。命題 33から

‖A(f)Ψ‖ = sup
∥Φ∥=1

| 〈Φ, A(f)Ψ〉 | ≤
∫
M
dk|f(k)|‖A(k)Ψ‖

=

∫
M
dkQ(k)−1/2|f(k)|Q(k)1/2‖A(k)Ψ‖

となる。そこで Schwarzの不等式を使い，命題 34に注意すれば

‖A(f)Ψ‖ ≤ ‖Q−1/2f‖
(∫

M
dkQ(k)‖A(k)Ψ‖2

)1/2

= ‖Q−1/2f‖‖dΓb(Q)1/2Ψ‖

となる。

↷ ↷↷
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Ffin(D)は A(f), dΓb(Q)の芯なので，極限操作により，
dom(dΓb(Q)1/2) ⊂ dom(A(f))かつ (18)が成り立つ。CCR（または (14)）から

‖A∗(f)Ψ‖2 = ‖A(f)Ψ‖2 + ‖f‖2‖Ψ‖2

である。そこで (18)を使えば (19)を得る。
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個数作用素

Nb := dΓb(1H )を個数作用素という。規格化された状態 Ψ ∈ dom(Nb)に対して

〈Ψ, NbΨ〉 =
∞∑

n=0

n‖Ψ(n)‖2

は粒子数の期待値を表す。H = L2(M)の場合は，これは

〈Ψ, NbΨ〉 =
∫
M
dk‖A(k)Ψ‖2

である。したがって，‖A(k)Ψ‖2 は k 座標系における粒子の密度分布を表す。

命題 35で T = 1とすれば次を得る。

Corollary 36

任意の f ∈ H に対して dom(N
1/2
b ) ⊂ dom(A(f))であり Ψ ∈ dom(N

1/2
b )に対して

‖A(f)Ψ‖ ≤ ‖f‖‖N1/2
b Ψ‖

‖A∗(f)Ψ‖ ≤ ‖f‖‖(Nb + 1)1/2Ψ‖
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命題 37

D ⊂ H を稠密な部分空間とする。Ψ ∈ Fb(H )とする。任意の f ∈ D に対して
Ψ ∈ dom(A(f))かつ A(f)Ψ = 0なら Ψは真空 Ωの定数倍である。

証明. {uj}j を D に含まれるような ONBとする。ℓ2(N)の標準基底を {ej}j とすると
き，ユニタリ作用素 U : H → ℓ2(N)で Uuj = ej を満たすものが存在する。変換
Γ(U) : Fb(H ) → Fb(ℓ

2(N))を考えれば，Γ(U)NbΓ(U)∗ = dΓb(U1U∗) = Nb だか
ら，はじめからH = ℓ2(N)で，D は ℓ2(N)の標準基底を含む場合を考えればよい。

すべての j ついて A(ej)Ψ = 0ならば，Ψ = cΩとなることを示す。ℓ2(N)は L2 空間の
特別な場合であることに注意すれば

(A(ej)Ψ)(n)(·) =
√
n+ 1

∞∑
k=1

ej(k)Ψ
(n+1)(k, ·)

=
√
n+ 1Ψ(n+1)(j, ·) ∵) ej(k) = δjk

である。仮定から Ψ(n+1)(j, ·) = 0がすべての j について成り立つ。よって，
Ψ(n+1) = 0, n = 0, 1, 2, · · ·。したがって

Ψ = (Ψ(0), 0, 0, · · · ) = Ψ(0)Ω
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第二量子化作用素と生成・消滅作用素の交換関係

命題 38

T をH 上の稠密に定義された閉作用素とする。f ∈ dom(T )または f ∈ dom(T ∗)と
する。このとき，それぞれ

[dΓb(T ), A
∗(f)]Ψ = A∗(Tf)Ψ (20)

[dΓb(T ), A(f)]Ψ = −A(T ∗f)Ψ (21)

が作用素が定義されるような Ψに対して成り立つ。

証明. まず，

T (n) :=

n∑
j=1

1⊗ · · ·⊗1⊗

j-th︷︸︸︷
T ⊗1⊗ · · ·⊗1

は Sn で簡約される。また，これは f ⊗Ψ(n−1) に対しては

T (n)(f ⊗Ψ(n−1)) = (Tf)⊗Ψ(n−1) + f ⊗(T (n−1)Ψ(n−1))

と作用する。したがって

(dΓb(T )A
∗(f)Ψ)(n) = T (n)√nSn(f ⊗Ψ(n−1))

=
√
nSn(Tf ⊗Ψ(n−1) + f ⊗(T (n−1)Ψ(n−1))

= (A∗(Tf)Ψ)(n) + (A∗(f)dΓb(T )Ψ)(n)

よって (20)が成り立つ。(21)は (20)で T → T ∗ として全体の共役を取ればよい。
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生成消滅作用素と第二量子化作用素の関係

命題 39

u, v ∈ H とする。このとき，Ψ ∈ dom(Nb)上で

dΓb(|u〉〈v|) = A∗(u)A(v)

証明. まず，Ffin(H )上で示す。Ψ ∈ Ffin(H )は

Ψ = A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω, (f1, · · · , fn ∈ H )

の形のベクトルの有限個の線型結合である。(20)を使うと

dΓb(T )A
∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω

= ([dΓb(T ), A
∗(f1)] +A∗(f1)dΓb(T ))A

∗(f2) · · ·A∗(fn)Ω

= A∗(Tf1)A
∗(f2) · · ·A∗(fn)Ω +A∗(f1)dΓb(T )A

∗(f2) · · ·A∗(fn)Ω

...

=
n∑

j=1

A∗(f1) · · ·A∗(Tfj) · · ·A∗(fn)Ω + 0

最後の等式を得るために dΓb(T ) = 0を使った。

↷ ↷↷
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一方，T = |u〉 〈v|とおけば，CCRから

[A∗(u)A(v), A∗(f)] = A∗(u)[A(v), A∗(f)] = A∗(〈v, f〉u) = A∗(Tu)

となり，これは dΓb(T )と全く同じ交換関係 (20)を満たす。A∗(u)A(v)Ω = 0であるこ
とも同じなので，上と全く同様に計算することができ，

A∗(u)A(v)A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω =
n∑

j=1

A∗(f1) · · ·A∗(Tfj) · · ·A∗(fn)Ω

となる。したがって，Ffin(H )上で A∗(u)A(v) = dΓb(|u〉 〈v|)が成り立つ。

次に，任意の Ψ ∈ Fb0 に対して，これは A∗(u)A(v), dΓb(|u〉 〈v|)の定義域に入り，任
意の Φ ∈ Ffin(H )に対して

〈Φ, A∗(u)A(v)Ψ〉 = 〈A∗(v)A(u)Φ,Ψ〉 = 〈dΓb(|v〉 〈u|)Φ,Ψ〉

= 〈Φ, dΓb(|u〉〈v|)Ψ〉

となる。Ffin(H )は稠密なので，

A∗(u)A(v) = dΓb(|u〉〈v|)

となることがわかる。

49/201



{ej}j を適当な ONBとするとき，作用素 S, T に対して，形式的に次の計算を行うこと
ができる：

dΓb(ST
∗) = dΓb(S

∑
j

|ej〉 〈ej |T ∗) =
∑
j

dΓb(|Sej〉 〈Tej |)

=
∑
j

A∗(Sej)A(Tej)

この式は作用素 S, T の種類によって定義域や収束に注意を払う必要があるが，必要に応
じて個別に示せばよい。例えば，次の命題を示すことができる。

命題 40

T ≥ 0を自己共役作用素とする。D を T 1/2 の芯とする。{ej}∞j=1 ⊂ D をH の ONB

とする。このとき，Ψ ∈ dom(dΓb(T )
1/2)であれば

‖dΓb(T )
1/2Ψ‖2 =

∞∑
j=1

‖A(T 1/2ej)Ψ‖2 <∞
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Segalの場の作用素の定義と交換関係

定義 41

f ∈ H に対して Segalの場の作用素を次で定義する：

ΦS(f) :=
1
√
2
A(f) +A∗(f)

次のことは容易にわかる：
� ΦS(f)は対称作用素，これの作用は f について実線型

� dom(ΦS(f)) ⊃ dom(A(f)) ⊃ dom(N
1/2
b ) ⊃ Fb0 ⊃ Ffin(H )

� ΦS(f)はFb0,Ffin(H )を不変にする。

命題 42

f, g ∈ H とする。Fb0 上で

[ΦS(f),ΦS(g)] = iIm 〈f, g〉

証明. Fb0 上では ΦS(f) = 2−1/2(A(f) +A∗(f))なので

[ΦS(f),ΦS(g)] = 2−1[A(f) +A∗(f), A(g) +A∗(g)] = 2−1(〈f, g〉 − 〈g, f〉)
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Segalの場の作用素の性質

次は ΦS(f)の自己共役性や後の計算のために使う：

命題 43

f ∈ H とする。Ψ ∈ Fb0 は ΦS(f)の全解析ベクトルである。つまり

∞∑
n=0

tn

n!
‖ΦS(f)

nΨ‖ <∞ (∀t > 0)

証明. Ψ ∈ Fb0 を任意にとる。命題 35より

‖ΦS(f)Ψ‖ ≤ 2−1/2
(
‖A(f)Ψ‖+ ‖A∗(f)Ψ‖

)
≤ 2−1/2‖f‖

(
‖N1/2

b Ψ‖+ ‖(Nb + 1)1/2Ψ‖
)

≤
√
2‖f‖‖(Nb + 1)1/2Ψ‖

となる。Ψの最大粒子数を N とする。つまり

Ψ = (Ψ(0), · · · ,Ψ(N), 0, 0, · · · )

である。ΦS(f)
nΨは N + n粒子以下の成分しかないので

‖ΦS(f)
nΨ‖ ≤

√
2
√
N + n‖f‖‖ΦS(f)

n−1Ψ‖

≤ 2n/2‖f‖n
√

(N + n)(N + n− 1) · · · (N + 1)‖Ψ‖

↷ ↷↷
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Segalの場の作用素の自己共役性

したがって，

∞∑
n=0

tn

n!
‖ΦS(f)

nΨ‖ ≤
∞∑

n=0

tn2n/2

n!
‖f‖n

√
(N + n)!/N !‖Ψ‖ <∞

である。

定理 44

f ∈ H とする。D ⊂ H を任意の稠密な部分空間とする。このとき，ΦS(f)は自己共
役であり，Fb0 やFfin(D)上で本質的に自己共役である。

証明. Fb0 は

(1) Fb(H )で稠密 (2) dom(ΦS(f))に含まれる (3) ΦS(f)の作用で不変。

である。命題 43からFb0 はFb(H )の解析ベクトルである。したがって，解析ベクト
ル定理より ΦS(f)はFb0 上で本質的に自己共役である。

Φ′
S(f) := ΦS(f)dFb0 とする。定義から Φ′

S(f) ⊂ ΦS(f)である。Ψ ∈ dom(ΦS(f))と
する。定義から Ψn ∈ dom(A(f))で Ψn → Ψ, ΦS(f)Ψn → ΦS(f)Ψとなる列がとれ
る。任意の Ξ ∈ Fb0 に対して

〈Ξ,ΦS(f)Ψn〉
対称性
= 〈ΦS(f)Ξ,Ψn〉

拡大の定義
=

〈
Φ′

S(f)Ξ,Ψn
〉

となり，両辺で n→ ∞とすると，〈Ξ,ΦS(f)Ψ〉 =
〈
Φ′

S(f)Ξ,Ψ
〉 ↷ ↷↷
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となるので，Ψ ∈ dom(Φ′
S(f))である。したがって，Φ′

S(f) = ΦS(f)。よって ΦS(f)は
自己共役。

次に，Ffin(D) ⊂ Fb0 なので

ΦS(f)dFfin(D) ⊂ ΦS(f)dFb0 ⊂ ΦS(f)

だが，簡単な極限の議論によって ΦS(f)dFfin(D) ⊂ ΦS(f)dFb0 が示せるので，

ΦS(f) = ΦS(f)dFb0 ⊂ ΦS(f)dFfin(D) ⊂ ΦS(f)dFb0 = ΦS(f)

したがって，上の作用素は全て等しいので，ΦS(f)はFfin(D)上で本質的に自己共役で
ある。
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Weyl関係式

定理 45

f, g ∈ H に対して

eiΦS(g)ΦS(f)e
−iΦS(g) = ΦS(f) + Im 〈f, g〉 (22)

が成り立つ。

証明. Ψ1,Ψ2 ∈ Fb0 とする。U(t) := e−itΦS(g) とおく。前に解析ベクトルであるこ
とを示したのと同様に U(t)Ψi ∈ dom(Nb) であることも示せるので
U(t)Ψi ∈ dom(ΦS(f))である。

F (t) := 〈U(t)Ψ1,ΦS(f)U(t)Ψ2〉 , t ∈ R

とおく。これは tについて微分可能であり

F ′(t) = 〈−iΦS(g)U(t)Ψ1,ΦS(f)U(t)Ψ2〉+ 〈U(t)Ψ1,ΦS(f)(−i)ΦS(g)U(t)Ψ2〉

= −i 〈U(t)Ψ1, [ΦS(f),ΦS(g)]U(t)Ψ2〉

= Im 〈f, g〉 〈U(t)Ψ1, U(t)Ψ2〉

= Im 〈f, g〉 〈Ψ1,Ψ2〉

↷ ↷↷
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この両辺を tについて積分すれば F (1) = F (0) + Im 〈f, g〉 〈Ψ1,Ψ2〉 となるので

〈Ψ1, U(1)∗ΦS(f)U(1)Ψ2〉 = 〈Ψ1, (ΦS(f)− iIm 〈f, g〉)Ψ2〉

である。これが任意の Ψ1 ∈ Fb0 に対して成り立つので

U(1)∗ΦS(f)U(1)Ψ2 = (ΦS(f) + Im 〈f, g〉)Ψ2, (Ψ2 ∈ Fb0)

ΦS(f)はFb0 上で本質的に自己共役なので作用素の等式 (22)が成り立つ。
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定理 46 (Weyl型交換関係)

任意の f, g ∈ H に対して

eiΦS(f)eiΦS(g) = e−iIm⟨f,g⟩eiΦS(g)eiΦS(f)

証明. U = eiΦS(g) とおく。作用素の関数のユニタリの共変性と定理 45から

U∗ exp(iΦS(f))U = exp(iU∗ΦS(f)U) = exp(iΦS(f) + iIm 〈f,−g〉)

となる。

Corollary 47

Im 〈f, g〉 = 0なら ΦS(f),ΦS(g)は強可換である。特に，H のある共役子 J に対して
Jf = f, Jg = g であれば ΦS(f),ΦS(g)は強可換である。

※ 〈f, g〉 = 〈Jg, Jf〉 = 〈g, f〉に注意。
※２つの自己共役作用素 S, T が強可換であるとは S, T のスペクトル測度がすべて可換で
あることと定義される。
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無限自由度の CCR

まず，有限自由度 N の量子力学系での位置と運動量 {xn, pn}Nn=1 に対する CCRは

[xn, pm] = iδnm, [xn, xm] = [pn, pm] = 0

であることを思い出そう。ΦS(f)は f について実線形であることに注意し

ΠS(f) := ΦS(if) =
1
√
2
(A(if) +A∗(if))

を定義する。{en}∞n=1 をH の ONSで Jen = en を満たすものとしよう。このとき

[ΦS(en),ΠS(em)] = iIm 〈en, iem〉 = iδnm

[ΦS(en),ΦS(em)] = iIm 〈en, em〉 = 0

[ΠS(en),ΠS(em)] = iIm 〈ien, iem〉 = 0

となる（n,m ∈ N）。実ヒルベルト空間Hr := {f ∈ H | Jf = f}の元 f ∈ Hr に対し
て ΦS(f)は位置，ΠS(f) = ΦS(if)は運動量の役割を果たす。この意味で，
{ΦS(f),ΠS(f) | f ∈ Hr}は無限自由度の CCRであるといえる。
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ΠS(f)の定義から，dom(A(f))上で

A(f) =
1
√
2
(ΦS(f) + iΠS(f)), A∗(f) =

1
√
2
(ΦS(f)− iΠS(f)),

となる。つまり生成・消滅作用素は Segalの場の作用素を用いて表すことができる。

量子場のハミルトニアンや物理量はすべて生成・消滅作用素または ΦS(f),ΠS(f)を使っ
て定義される。その意味で，量子場は自由度 N → ∞の量子力学とみなすことができる。

上式から

A∗(f)A(f) =
1

2
(ΦS(f)− iΠS(f))(ΦS(f) + iΠS(f))

=
1

2
(ΦS(f)

2 +ΠS(f)
2 + i[ΦS(f),ΠS(f)])

=
1

2
(ΦS(f)

2 +ΠS(f)
2 + i× iIm 〈f, if〉)

=
1

2
(ΦS(f)

2 +ΠS(f)
2 − ‖f‖2)

である。自由場のハミルトニアン dΓb(T )は T ≥ 0の場合，ONB {ej}j を用いて

dΓb(T ) =
∞∑
j=1

A∗(T 1/2ej)A(T
1/2ej)

と書ける（これがどの位相で収束するかいまは気にしない）。

↷ ↷↷
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これを位置 ΦS と ΠS を使って表すと，形式的に

dΓb(T ) =
1

2

∞∑
j=1

(ΦS(T
1/2ej)

2 +ΠS(T
1/2ej)

2 − ‖T 1/2ej‖2)

=
1

2

∞∑
j=1

(ΦS(T
1/2ej)

2 +ΠS(T
1/2ej)

2) (23)

−
1

2

∞∑
j=1

‖T 1/2ej‖2 (24)

となる。 (23)は無限個の調和振動子のエネルギーの形をしている。(24)は定数項だが，
これは T がコンパクトでない限り発散する。T は 1粒子ハミルトニアンを表すので普通
は非有界作用素であり，コンパクト作用素からは程遠い。

もともとは，場を無限個の調和振動子の集まりと考えて量子化し，エネルギーを書き下し
たのだが，発散項がでてきたので，これを除去した結果，自由場のハミルトニアン
dΓb(T )が得られる，というのが通常の正準量子化の方法である。
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作用素の既約性

ヒルベルト空間H 上の閉部分空間M 上への正射影を PM とあらわす。

定義 48

H 上の作用素 AがM によって簡約されるとは次が成立することである：

PMA ⊂ APM

このとき，AM := Ad(M ∩ dom(A))を AのM による簡約部分という。

AがM によって簡約されるとき，AはM⊥ によっても簡約され

A = AM ⊕AM⊥

となる。

定義 49

作用素の集合 Aのすべての元を簡約する閉部分空間が {0}とH だけのとき，Aは既約
であるという。
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例 50

H = L2(R)において x, pをそれぞれ位置，運動量作用素とする。{x}は既約ではない
が {x, p}は既約である。

証明. M = {f ∈ L2(R) | f(x) = 0, x ≥ 0}は作用素 xを簡約するので {x}は既約では
ない。次に {x, p}を簡約する非自明な閉部分空間M があるとする。

HM :=
x2M + p2M

2
, HM⊥ :=

x2
M⊥ + p2

M⊥

2

とおけば，H = (p2 + x2)/2 = HM ⊕HM⊥ である。M 上では [xM , pM ] = iとなり，
xM , pM は CCRを満たす。したがって，HM , HM⊥ もそれぞれ調和振動子なので，

σ(HM ) = {n+ 1
2
| n = 0, 1, · · · } = σ(HM⊥ )

となるが，1次元調和振動子 H の固有状態の重複度が 1なのはわかっているので矛盾。

命題 51

L2(R)において {eitx, eitp | t ∈ R}は既約

証明. これを簡約する空間M があるとすると，eitxPM = PMeitx だが，tについて強
微分するとM が xを簡約することがわかる。pについても同様。したがって，上の例か
らM は自明な空間以外にない。
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生成・消滅作用素，Segalの場の作用素の既約性

定理 52 (生成・消滅作用素の既約性)

D ⊂ H を稠密な部分空間とする。このとき，{A(f), A∗(f) | f ∈ D}は既約である。

証明. Fb(H )の閉部分空間M が A(f), A∗(f) (f ∈ D)を簡約するとする。
Ω ∈ dom(A(f))なので，簡約の定義から PMΩ ∈ dom(A(f)) であり

A(f)PMΩ = PMA(f)Ω = 0

である。これが f ∈ D に対して成り立つので，命題 37から

PMΩ = cΩ

を満たす定数がある。PM は正射影なので cは 0または 1のどちらかである。c = 1のと
き，Ω ∈M である。M は A∗(f)を簡約するので f1, · · · , fn ∈ D に対して

PMA∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω = A∗(f1) · · ·A∗(fn)PMΩ = A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω

となる。したがって，Ffin(D) ∈M となるが，D は稠密なのでFfin(D) = Fb(H )で
ある。したがって，M = Fb(H )である。c = 0の場合は Ω ∈M⊥ となる。この場合，
M⊥ は A∗(f)達を簡約することからM⊥ = Fb(H )となる。つまりM = {0}である。
{A(f), A∗(f) | f ∈ D}を簡約する空間は自明なものしかないのだから，これは既約であ
る。
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定理 53

D ⊂ H を任意の稠密な部分空間とする。このとき，{ΦS(f) | f ∈ D}は既約である。

証明. A := {ΦS(f) | f ∈ D}とおく。生成・消滅作用素は Segalの場の作用素を用い
て表すことできるので，閉部分空間M が Aを簡約するとすると，それは
{A(f), A∗(f) | f ∈ D}も簡約する。したがって，定理 63からM は自明な部分空間で
ある。よって，Aは既約である。

定理 54

D ⊂ H を任意の稠密な部分空間とする。このとき，{eiΦS(f) | f ∈ D}は既約である。

証明. 閉部分空間M が {eiΦS(f) | f ∈ D}を簡約するとすると，M は
{ΦS(f) | f ∈ D}も簡約する。したがって，M は自明な部分空間となり，既約性が導か
れる。
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さまざまな量子場の模型



van-Hove模型

これは固定された粒子とボソンの相互作用を記述する模型で，相互作用する量子場の模型
としては最も簡単なものである。「フォック空間と量子場」では van-Hove模型と呼ばれ
ているが，新井先生の新しい本では van-Hove Miyatake modelとなっている。

van-Hove模型の状態のヒルベルト空間はFb(H )であり，ハミルトニアンは

H = dΓb(T ) + λΦS(g)

である。ここに T > 0は１粒子ハミルトニアン，λ ∈ Rは結合定数，g ∈ H は結合関数
と呼ばれる。

物理的な状況ではH = L2(R3, dk), T = ω(k), g = ρ̂(k)/
√
ω のように取られることが

多い。ω(k)は運動量 k の粒子のエネルギーで分散関係と呼ばれ，光の場合は
ω(k) = |k|。質量を持つ粒子なら ω(k) =

√
|k|2 +m2 などが代表例である。空洞

（cavity）中の光や，結晶中の音子（phonon）はより複雑な分散関係をもつ。g に含まれ
る ρ̂(k)はそのフーリエ逆変換 ρ(x)が，ボソンと相互作用する固定された粒子の形（位置
の分布）を表すものと解釈される。
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ρ̂(k)の代表例に

ρ̂(k) = χ(|k| < Λ)

がある。ここに，Λ > 0は定数で，高エネルギーの相互作用をカットするため，紫外切断
と呼ばれる。Λ → ∞のとき，ρ(x)はデルタ関数に収束する。これは，固定された粒子
が点粒子となることを意味している。しかし，物理的に点粒子を考えたい場合でも，この
極限における ΦS(g)はフォック空間上の作用素として定義できないので，上のように何
らかの正則化が必要となる。

定理 55

T > 0，g ∈ dom(T−1/2)とする。このとき，すべての結合定数 λ ∈ Rについて H は
dom(dΓb(T ))上で自己共役で下に有界，かつすべての dΓb(T )の芯上で本質的に自己
共役である。

証明. Kato-Rellichの定理を応用する。Ψ ∈ dom(dΓb(T ))とする。命題 35から，

‖ΦS(g)Ψ‖ ≤
1
√
2

(
‖A∗(g)Ψ‖+ ‖A(g)Ψ‖

)
≤

1
√
2

(
2‖T−1/2g‖‖dΓb(T )

1/2Ψ‖+ ‖g‖‖Ψ‖
)

任意の x ≥ 0と ϵ > 0に対して，x ≤ ϵx2 + 1
4ϵ
となることを使えば

‖ΦS(g)Ψ‖ ≤
√
2ϵ‖T−1/2f‖‖dΓb(T )Ψ‖+ C‖Ψ‖

となる。ここに C は適当な定数。ϵを小さく取り
√
2ϵ‖T−1/2g‖ < 1とすることができ

る。Kato-Rellichの定理から結論が導かれる。
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van-Hove模型の対角化

定数 λは g に含まれれると考え λ = 1とおく。H = L2(M), T = ω(k)の場合を考え
てみる。ハミルトニアンは形式的に

H =

∫
M
dk(ω(k)A∗(k)A(k)) +

1
√
2

∫
M
dk(g(k)A∗(k) + g(k)A(k))

となるのだが，この積分を一つにし，A(k), A∗(k)について平方完成（？）してみる

H =

∫
M
dkω

(
A∗A+

g
√
2ω
A∗ +

ḡ
√
2ω
A
)

=

∫
M
dkω

(
(A∗ +

ḡ
√
2ω

)(A+
g

√
2ω

)−
|g|2

2ω2

)
=

∫
M
dkω(k)B∗(k)B(k)−

1

2

∫
M
dk

|g(k)|2

ω(k)

となる。ここに

B∗(k) = A∗(k) +
g(k)

√
2ω(k)

, B(k) = A(k) +
g(k)

√
2ω(k)

である。B∗(k), B(k)は A∗(k), A(k)から各 k ごとに定数加えただけなので，これも
CCRを満たす。

↷ ↷↷
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そこで，B♯(k)を B♯(k)に移すユニタリ変換 U があれば，U によって
∫
ωB∗Bdk は

dΓb(T )に変換され，そのスペクトルはよく知っているものとなるはずである。

これを正当化するため，均された消滅作用素を

B(f) := A(f) +
1
√
2

〈
f, ω−1g

〉
, f ∈ H

B∗(f) := A∗(f) +
1
√
2

〈
ω−1g, f

〉
で定義する。B♯(f)を A♯(f)に移す変換を見つける。

次に，少しそのための準備をする。
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定理 56 (Bogoliubov並進)

すべての f, g ∈ H に対して次の作用素の等式が成り立つ

eiΦS(ig)A(f)e−iΦS(ig) = A(f) +
1
√
2
〈f, g〉

eiΦS(ig)A∗(f)e−iΦS(ig) = A∗(f) +
1
√
2
〈g, f〉

証明. まず，A(f)はFb0 上で

A(f) =
1
√
2
(ΦS(f) + iΦS(if))

と書ける。U = exp(iΦS(ig))とおき，定理 45を用いるとFb0 上で

UA(f)U∗ =
1
√
2

(
ΦS(f) + Im 〈f, ig〉+ iΦS(if) + iIm 〈if, ig〉

)
となり U∗Fb0 上で第 1式を得る。Fb0 が A(f)の芯であることに注意し，定義域の議
論を適切に行えば作用素の等式としての第１式を得る。第 2式は共役を取ればよい。
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van-Hove模型の話に戻る。ハミルトニアンは

H = dΓb(T ) + λΦS(g)

であった。

定理 57

T > 0かつ g ∈ dom(T−1)(自己共役性より強い条件！)とする。

e−iΦS(iT
−1g)HeiΦS(iT

−1g) = dΓb(T )−
λ

2

〈
g, T−1g

〉
が成り立つ。特に H は基底状態 eiΦS(iT

−1g)Ωを持つ。

証明. λ = 1とする。Ψ ∈ Ffin(dom(T ))に対して計算する。命題 40と偏極恒等式よ
り dom(T )の ONB {ej}j に対して，

〈Ψ, dΓb(T )Φ〉 =
∞∑
j=1

〈
A(T 1/2ej)Ψ, A(T

1/2ej)Φ
〉

である。U = eiΦS(iT
−1g) とおくと

UA(T 1/2ej)U
∗ = A(T 1/2ej) +

1
√
2

〈
T 1/2ej , T

−1g
〉

である。

cj =
1
√
2

〈
T 1/2ej , T

−1g
〉

とおけば

↷ ↷↷
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〈Ψ, dΓb(T )Φ〉 =
∞∑
j=1

〈
(A(T 1/2ej)− cj)UΨ, (A(T 1/2ej)− cj)UΦ

〉

=
∞∑
j=1

〈
A(T 1/2ej)UΨ, A(T 1/2ej)UΦ

〉
(25)

+
∞∑
j=1

〈
UΨ,

(
A(cjT

1/2ej) +A∗(cjT
1/2ej)

)
UΦ
〉

(26)

+
∞∑
j=1

|cj |2 〈Ψ,Φ〉

となる。まず，(25) = 〈UΨ, dΓb(T )UΦ〉 である。つぎに，

∞∑
j=1

cjT
1/2ej =

1
√
2

∞∑
j=1

〈
T 1/2ej , T

−1g
〉
T 1/2ej

=
1
√
2
T 1/2

∞∑
j=1

〈
ej , T

−1/2g
〉
ej

=
1
√
2
g

である。

71/201



したがって，(26) = 〈UΨ,ΦS(g)UΦ〉である。最後に

∞∑
j=1

|cj |2 =
1

2
‖T−1/2g‖2 =

1

2

〈
g, T−1g

〉
である。以上をまとめると

〈Ψ, dΓb(T )Φ〉 = 〈UΨ, dΓb(T )UΦ〉+ 〈UΨ,ΦS(g)UΦ〉+
1

2

〈
g, T−1g

〉
〈UΨ, UΦ〉

である。したがってFfin(dom(T ))上で

dΓb(T ) = U∗HU +
1

2

〈
g, T−1g

〉
が成り立つ。Ffin(dom(T ))は dΓb(T ), H の芯であることに注意し，自己共役作用素の
拡大の一意性を使えば作用素の等式を得る。
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� g /∈ dom(T−1)の場合，exp(iΦS(iT
−1g))はフォック空間内のユニタリ作用素とし

て定義されない。また，この場合，H の基底状態は存在しないことが知られている。
物理的には最低エネルギーのボソンの量がヒルベルト空間を超えてしまうことに対
応している。

� g ∈ dom(T−1)は赤外正則条件と呼ばれる。

� 赤外正則条件を課さないと，基底状態が存在しなくなるような模型は赤外特異と呼
ばれる。
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Pauli-Fierz模型

非相対論的量子電磁力学とも呼ばれる。荷電粒子と光（量子電磁場）の相互作用を記述す
る模型である。

1光子の状態のヒルベルト空間はH = L2(R3 × {1, 2}) である。Pauli-Fierz模型の全
系のヒルベルト空間は

L2(R3, dx)⊗Fb(L
2(R3 × {1, 2}))

であり，ハミルトニアンは

H =
1

2
(p⊗1+ eA(x))2 + 1⊗ dΓb(ω) + V (x)⊗1

と定義される。ここで，x ∈ R3 は荷電粒子の座標，p = −i∇x は運動量を表す。e ∈ R
は粒子の電荷を表す。ω = |k|は 1光子のハミルトニアンである。k ∈ R3 に直交する 2

つの単位ベクトルを e(k, 1), e(k, 2)と表す。g ∈ L2(R3, dk)とする。各 x ∈ R3 に対し

Gj(x, k, λ) := g(k)ej(k, λ)e
−ikx, j = 1, 2, 3 λ = 1, 2

で定義する。このとき，位置 xにおける量子化されたベクトル・ポテンシャル
A(x) = (A1(x), A2(x), A3(x))は

Aj(x) := ΦS(Gj(x, ·))

と定義される。V (x)はポテンシャルエネルギーである。
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g ∈ dom(ω−1/2)であり，V (x)が Katoクラスなら Pauli-FierzハミルトニアンH は自
己共役であることが示されている。技術的な制限は少しつくが，V (x) → 0(|x| → ∞)の
とき，

−
1

2
∆ + V (x)

が負エネルギーの固有値を持つという条件のもとで H は基底状態を持つことが示されて
いる。

この模型では赤外正則条件 g ∈ dom(ω−1)がなくても基底状態が存在する（もちろん
V (x)の形に依存するが）。

H において A(x)のかわりに A(0)を用いて定義されるハミルトニアンを双極近似の
Pauli-Fierz模型という。この模型は，V が調和振動子ポテンシャルや V = 0の場合に
は後で説明する（抽象的な）対相互作用模型の特別な場合になっている。
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0,1光子の Pauli-Fierz模型

Pauli-Fierz模型は複雑なため，散乱理論や共鳴極などの研究が少しあるが，完全には解
析されていないように思われる。

H = L2(R3 × {1, 2})とする。P をフォック空間Fb(H )の 0,1光子空間への正射影作
用素とする：

P (Ψ(0),Ψ(1),Ψ(2), · · · ) = (Ψ(0),Ψ(1), 0, 0, · · · )

Pauli-Fierz模型を 0,1光子に制限したハミルトニアン PHP はヒルベルト空間

L2(R3)⊗(C⊕ H ) ∼= L2(R3)⊕ (L2(R3)⊗H )

上の作用素である。

この模型について解析した論文は見たことが無いが，誰かやっているかもしれない。この
模型に対して，Schödinger作用素の観点から散乱理論などを議論するのは現実的な問題
のように思われる。
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対相互作用模型

実は双極近似の Pauli-Fierz模型の特別な場合は，このハミルトニアンで表すことができ
る。ここでは抽象的な対相互作用模型を導入する。

対相互作用模型の状態のヒルベルト空間はFb(H )であり，ハミルトニアンは

H = dΓb(T ) +
1

2

∞∑
n=0

λnΦS(gn)
2

によって定義される。ここに，T は 1ボソンのハミルトニアン，λn ∈ Rは結合定数，
gn ∈ H である。

次の目標はこの模型を Bogoliubov変換によって対角化することである。
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Bogoliubov 変換とシンプレクティッ
ク群



Bogoliubov変換は，生成・消滅作用素 {A(f), A∗(f) | f ∈ H }を CCRを保ちながら
それらの線型結合に移す変換である。

以下，ヒルベルト空間H とその上の共役子 J を一つ固定する。X,Y ∈ B(H )に対し

B(f) := A(Xf) +A∗(JY f), f ∈ H

を考える。B(f)は f に関して反線型である。

B,B∗ 達が CCRを満たすために必要な条件を考えよう。f, g ∈ H に対して，Fb0 上で

[B(f), B∗(g)] = [A(Xf) +A∗(JY f), A∗(Xg) +A(JY g)]

= [A(Xf), A∗(Xg)] + [A∗(JY f), A(JY g)]

= 〈Xf,Xg〉 − 〈JY g, JY f〉

= 〈Xf,Xg〉 − 〈Y f, Y g〉

= 〈f, (X∗X − Y ∗Y )g〉

したがって，[B(f), B∗(g)] = 〈f, g〉であるための必要十分条件は X∗X − Y ∗Y = 1で
ある。
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同様にして

[B(f), B(g)] = [A(Xf) +A∗(JY f), A(Xg) +A∗(JY g)]

= [A(Xf), A∗(JY g)] + [A∗(JY f), A(Xg)]

= 〈Xf, JY g〉 − 〈Xg, JY f〉 = 〈Xf, JY g〉 − 〈Y f, JXg〉

= 〈f, (X∗JY − Y ∗JX)g〉

なので [B(f), B(g)] = 0であるための条件はX∗JY − Y ∗JX = 0である。したがって，

補題 58

{B(f), B∗(f) | f ∈ H }がFb0 上で CCRを満たすための必要十分条件は

X∗X − Y ∗Y = 1 (27)

JX∗JY − JY ∗JX = 0 (28)

である。

※第 2式左辺を線形作用素にするために J をつけた。
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H ⊕ H 上のブロック作用素を

J :=

(
1 0

0 −1

)
, S = S(X,Y ) :=

(
X JY J

Y JXJ

)

で定義すると，条件 (27), (28)は

S∗JS = J (29)

と同値である。実際

S∗JS =

(
X∗ Y ∗

JY ∗J JX∗J

)(
1 0

0 −1

)(
X JY J

Y JXJ

)

=

(
X∗ Y ∗

JY ∗J JX∗J

)(
X JY J

−Y −JXJ

)

=

(
X∗X − Y ∗Y X∗JY J − Y ∗JXJ

JY ∗JX − JX∗JY J(Y ∗Y −X∗X)J

)
.

他の S′ = S′(X′, Y ′)で (29)を満たすものがあれば，S′′ = SS′ も (29)を満たす：

(S′′)∗JS′′ = (S′)∗S∗JSS′ = (S′)∗JS′ = J

したがって，S(X,Y )∗JS(X,Y ) = J を満たす S(X,Y )達は半群をなす。
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S の可逆性

上では X,Y から CCRを保つように A(f) 7→ B(f)を構成したが，以下では，逆に
B(f)から A(f)を求めるための条件を明らかにする。

命題 59

X,Y ∈ B(H )とし，S = S(X,Y )は S∗JS = J を満たすとする。このとき，S が可
逆であるための必要十分条件は SJS∗ = J であり，このとき，

S−1 = JS∗J =

(
X∗ −Y ∗

−JY ∗J JX∗J

)
(30)

証明. (必要性) S は逆作用素 S−1 を持つとする。このとき，J 2 = 1に注意すると

S∗JS = J =⇒ JS∗JS = J 2 = 1

=⇒ JS∗J = S−1

=⇒ SJS∗J = SS−1 = 1

=⇒ SJS∗ = J .

（十分性） R = JS∗J とおくと，RS = J S∗JS︸ ︷︷ ︸
J

= J 2 = 1, SR = SJS∗︸ ︷︷ ︸
J

J = 1と

なるので S は可逆。このとき，S−1 = R = JS∗J。
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次で定義される群をシンプレクティック群という。

Sp :=

{
S =

(
X JY J

Y JXJ

)
∈ B(H⊕H)

∣∣∣∣S∗JS = J , SJS∗ = J
}

CCRの条件 S∗JS = J と可逆性の条件 SJS∗ = J をそれぞれ具体的に書くと

X∗X − Y ∗Y = 1 (31)

JX∗JY − JY ∗JX = 0 (32)

XX∗ − JY Y ∗J = 1 (33)

XY ∗ − JY X∗J = 0 (34)

である。実は，これらのうち 3つが独立。

さて，S(X,Y ) ∈ Spのとき，逆元の式 (30)に注意すれば

A(f) = B(X∗f)−B∗(Y ∗Jf), A∗(f) = B∗(X∗f)−B(Y ∗Jf) (35)

となる。
•練習問題：(35)の右辺の B を B(f) = A(Xf) +A∗(JY f)を使って表し，(35)を具
体的に示してみよう。
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Spを構成する X,Y の性質

命題 60

S(X,Y ) ∈ Spとする。このとき，X はH 上で全単射であり，

‖X−1‖ ≤ 1, ‖Y X−1‖ < 1, 1 ≤ ‖X−1‖2 + ‖Y X−1‖2

‖X−1JY J‖ < 1 (36)

さらに，Y X−1 と X−1JY J は転置で不変である:

(Y X−1)⊺ = Y X−1, (X−1JY J)⊺ = X−1JY J

証明. (31)より X∗X − Y ∗Y = 1なので，任意の u ∈ H に対して

‖Xu‖2 = ‖u‖2 + ‖Y u‖2 (37)

≥ ‖u‖2

となる。したがって，X は単射かつ ran(X)は閉集合である。同様に (33)から

‖X∗u‖2 = ‖u‖2 + ‖Y ∗Ju‖2

なので kerX∗ = {0}である。したがって，一般論を使えば

H = ker(X∗)⊕ ran(X) = ran(X)

となるので X は全射。したがって，X は全単射である。

↷ ↷↷
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任意の f ∈ H に対して，Xu = f となる u ∈ H が存在するので，(37)から

‖f‖2 = ‖X−1f‖2 + ‖Y X−1f‖2 (38)

したがって，‖X−1‖ ≤ 1かつ ‖Y X−1‖ ≤ 1となる。(38)の両辺で ‖f‖ = 1となる f

の上限をとると

1 ≤ ‖X−1‖2 + ‖Y X−1‖2

を得る。次に ‖Y X−1‖ < 1を示す。仮に ‖Y X−1‖ = 1とすると

1 = sup
∥f∥=1

‖Y X−1f‖2 = sup
∥f∥=1

(
‖f‖2 − ‖X−1f‖2

)
= 1− sup

∥f∥=1
‖X−1f‖2

から sup∥f∥=1 ‖X−1f‖ = 0となるが，これは X が有界作用素であることに矛盾する。
つまり，‖fn‖ = 1となる fn で ‖X−1fn‖ → 0(n→ ∞)となるものがあるとすると

1 = ‖fn‖ ≤ ‖X‖‖X−1fn‖ → 0(n→ ∞) （矛盾）

したがって，‖Y X−1‖ < 1でなければならない。

↷ ↷↷
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次に，(36):‖X−1JY J‖ < 1を示す。関係式 (33)は (31)において置き換え

X → X∗, Y → Y ⊺ = JY ∗J

をしたものなので，上の議論がそのまま使える。‖Y X−1‖ < 1でこの置き換えをすれば

1 > ‖Y ⊺(X∗)−1‖ = ‖X−1(Y ⊺)∗‖ = ‖X−1JY J‖

となり (36)が得られる。

最後に転置による不変性を示す。(32)は転置を用いて表すと X⊺Y = Y ⊺X なので

X⊺Y = Y ⊺X ⇐⇒ X⊺Y X−1 = Y ⊺ ⇐⇒ Y X−1 = (X⊺)−1Y ⊺

∴ Y X−1 = (Y X−1)⊺

次に Ỹ := JY J とおけば，(34)は XY ∗ = Ỹ X⊺ と書ける。少し変形して，
Y ∗(X⊺)−1 = X−1Ỹ を得る。これと

(X−1Ỹ )⊺ = Ỹ ⊺(X−1)⊺ = Y ∗(X⊺)−1

から (X−1Ỹ )⊺ = X−1Ỹ となる。
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次の定理は Shaleの定理として知られている。

定理 61

S(X,Y ) ∈ Spとする。Fb(H )上のユニタリ作用素 U で

U∗B(f)U = A(f), (f ∈ H )

となるものが存在するための必要十分条件は Y が Hilbert-Schmidtであることである。

※ Shale(1962)の論文は私には理解できない。Ruijsenaars(1978)が証明を与えている。
※十分性の証明は大変だが，必要性はそれほど難しくない。

必要性の証明. Pn をFb(H )における n粒子部分空間への正射影作用素とする：

Pn(Ψ
(0),Ψ(1), · · · ) = (0, · · · , 0,Ψ(n), 0, · · · )

仮定から任意の f ∈ H に対して

U∗B(f)UΩ = A(f)Ω = 0

である。Ω′ := UΩとおき，Ω′(0) 6= 0を示す。B(f) = A(Xf) +A∗(JY f)より

A(Xf)Ω′ = −A∗(JY f)Ω′

となる。A∗, Aはそれぞれ粒子数を一つ上げ下げする働きがあるので

A(Xf)PnΩ
′ = Pn−1A(Xf)Ω

′ = −Pn−1A
∗(JY f)Ω′ = −A∗(JY f)Pn−2Ω

′ (39)

が n = 0, 1, 2, · · · に対して成り立つ。ただし P−1 = P−2 = 0と約束する。

↷ ↷↷

86/201



(39)で n = 1の場合を考えると，A(Xf)P1Ω′ = 0 (f ∈ H )となるが，命題 60から X

は全射なので，すべての g ∈ H に対して A(g)P1Ω′ = 0となる。消滅作用素の共通の
カーネルは真空だけなので，P1Ω′ ∝ Ωでなければならないが，P1Ω′ は真空の成分がな
いので P1Ω′ = 0である。

次に，仮に PnΩ′ = 0とすると，(39)から A(Xf)Pn+2Ω′ = 0 (f ∈ H )となるが，上
と同様に Pn+2Ω′ = 0がいえる。

P1Ω′ = 0だったので，すべての奇数 nについて PnΩ′ となる。次に，もし P0Ω′ = 0と
すると，すべての偶数 nについて PnΩ′ = 0となってしまうが，Ω′ は単位ベクトルなの
で矛盾。したがって，P0Ω′ 6= 0でなければならない。

さて，P0Ω′ = cΩ(c 6= 0), Φ := P2Ω′ とおく。(39)で n = 2とすると

A(Xf)Φ = −cA∗(JY f)Ω = (0,−cJY f, 0, 0, · · · ), f ∈ H

両辺のノルムを取ると |c|2‖Y f‖2 = ‖A(Xf)Φ‖2. {en}n をH の ONBとすると，

|c|2
∑
n

‖Y en‖2 =
∑
n

‖A(Xen)Φ‖2 = 〈Φ, dΓb(X
∗X)Φ〉

最後の右辺は =
〈
Φ(2), (X∗X ⊗1+ 1⊗X∗X)Φ(2)

〉
<∞である。c 6= 0だから∑

n ‖Y en‖2 <∞. したがって，Y は Hilbert-Schmidtである。
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定理 61（Shale の定理）の十分性の
証明



2粒子状態の生成・消滅

Hilbert-Schmidt作用素 I2(H )は ⊗2 H と Θによって同型であることを思い出す。

定義 62 (2粒子状態の生成・消滅)

K ∈ I2(H )に対して，作用素 ∆∗(K)を次で定義する：

dom(∆∗(K)) :=
{
Ψ = (Ψ(n))∞n=0

∣∣∣ ∑
n≥2

n(n− 1)‖Sn(Θ(K)⊗Ψ(n−2))‖2 <∞
}

(∆∗(K)Ψ)(n) :=

{
0, n = 0, 1√
n(n− 1)Sn(Θ(K)⊗Ψ(n−2)), n ≥ 2

∆(K) := (∆∗(K))∗

D = H のとき，Fb0,Ffin(D)は ∆∗(K),∆(K)の芯である（命題 17の応用）。

K = |u〉 〈Jv|のとき，Θ(K) = u⊗ v であり，Fb0 上で

(∆∗(K)Ψ)(n) =
√
n(n− 1)Sn(u⊗ v⊗Ψ(n−2))

=
√
nSn((u⊗

√
n− 1Sn−1(v⊗Ψ(n−2)))

= (A∗(u)A∗(v)Ψ)(n), n ≥ 2

となる。n = 0, 1粒子部分は 0。したがって

∆∗(|u〉 〈Jv|) = A∗(u)A∗(v), ∆(|u〉 〈Jv|) = A(u)A(v). (40)
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また，Θ(|v1〉 〈v2|+ |Jv2〉 〈Jv1|) = v1 ⊗ Jv2 + Jv2 ⊗ v1 だから，
Θ(K +K⊺) = 2S2Θ(K)が成り立つ。したがって

∆∗(K) =
1

2
∆∗(K +K⊺).

以下，∆♯ は ∆∗ と ∆を表すものとする。

補題 63

K ∈ I2(H )とする。このとき，dom(∆♯(K)) ⊂ dom(Nb)であり，Ψ ∈ dom(Nb)に
対して次の不等式が成り立つ：

‖∆∗(K)Ψ‖ ≤ ‖K‖HS‖(N2
b + 3Nb + 2)1/2Ψ‖ (41)

‖∆(K)Ψ‖ ≤ ‖K‖HS‖(N2
b −Nb)

1/2Ψ‖ (42)

証明. ここでは，‖ · ‖HS = ‖ · ‖と略記する。Θはユニタリなので ‖Θ(K)‖ = ‖K‖で
ある。定義から

‖∆∗(K)Ψ‖2 =
∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)‖Sn+2(Θ(K)⊗Ψ(n))‖2

≤
∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)‖Θ(K)‖2‖Ψ(n)‖2

= ‖K‖2‖(Nb + 3Nb + 2)1/2Ψ‖2

となり，(41)が成り立つ。

↷ ↷↷
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次に不等式 (42)を示す。Schwarzの不等式より

‖∆(K)Ψ‖ = sup
∥Φ∥=1,Φ∈Fb0

〈∆∗(K)Φ,Ψ〉

≤ sup
∥Φ∥=1,Φ∈Fb0

∞∑
n=0

√
(n+ 2)(n+ 1)

∣∣∣〈Sn+2(Θ(K)⊗Φ(n)),Ψ(n+2)
〉∣∣∣

≤ ‖Θ(K)‖ sup
∥Φ∥=1,Φ∈Fb0

∞∑
n=0

‖Φ(n)‖
√

(n+ 2)(n+ 1)‖Ψ(n+2)‖

≤ ‖Θ(K)‖ sup
∥Φ∥=1,Φ∈Fb0

‖Φ‖
( ∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)‖Ψ(n+2)‖2
)1/2

= ‖Θ(K)‖‖(N2
b −Nb)

1/2Ψ‖.

最後の等式を得るために N2
b −Nb は真空と 1粒子空間では 0であることを使った。故

に，(42)が成り立つ。
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命題 64

f ∈ H , S ∈ B(H )とする。K ∈ I2(H )はK = K⊺ を満たすとする。このとき，
dom(N

3/2
b )上で次の交換関係が成り立つ：

[∆∗(K), A(f)] = −2A∗(KJf) (43)

[∆(K), A∗(f)] = 2A(KJf) (44)

[dΓb(S), A(f)] = −A(S∗f) (45)

[dΓb(S), A
∗(f)] = A∗(Sf) (46)

証明. まず (43)–(46)の両辺はすべて dom(N
3/2
b )上で well-definedである。Ffin(H )

の元との内積をとり，作用素の交換子はFfin(H )上で計算することができるので，これ
らの関係式はFfin(H )上で示せば十分である。

転置で不変な有限階作用素KN をとり ‖K −KN‖HS → 0 (N → ∞)と近似する。この
とき，‖Θ(KN )−Θ(K)‖⊗2H → 0 (N → ∞)であるから，Ψ ∈ Ffin(H )に対して

[∆∗(K), A(f)]Ψ = lim
N→∞

[∆∗(KN ), A(f)]Ψ

が成り立つ。したがって，(43)はK = |v〉 〈Jv| (v ∈ H )の場合に示せば十分。

↷ ↷↷
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この場合，∆∗(K) = ∆∗(|v〉 〈Jv|) = A∗(v)A∗(v)である。また 〈f, v〉 = 〈Jv, Jf〉に注
意すると

[∆∗(K), A(f)] = [A∗(v)A∗(v), A(f)] = 2[A∗(v), A(f)]A∗(v)

= −2 〈f, v〉A∗(v) = −2A∗(〈Jv, Jf〉 v)

= −2A∗(|v〉 〈Jv| Jf) = −2A∗(KJf).

したがって，となり (43)が成り立つ。(43)の共役作用素を取れば，Ffin(H )上で

[∆(K), A∗(f)] = [A(f),∆∗(K)]∗ = 2A∗(KJf)

となり，(44)を得る。(45)と (46)はよく知られた第二量子化作用素と生成消滅作用素の
交換関係である。
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Hilbert-Schmidt作用素と無限行列式

複素数列 {zn}n の無限積
∞∏

n=1

zn = lim
N→∞

N∏
n=1

zn

は
∑∞

n=1 |1− zn| <∞のときに収束する。このとき，
∏

n zn は絶対収束するという。

これを示すためには，有限個の複素数 w1, w2, · · · , wN について不等式∣∣∣∣ N∏
j=1

(1 + wj)

∣∣∣∣ ≤ exp

( N∑
j=1

|wj |
)

(47)

∣∣∣∣1−
M∏

j=N

(1 + wj)

∣∣∣∣ ≤ ( M∑
j=N

|wj |
)
exp

(
1 +

M∑
j=N

|wj |
)

(48)

が成り立つことを用いればよい（N < M）。

Hilbert-Schmidt作用素K に対してK∗K の正の固有値（重複度も含める）{λ2j}Nj=1 は∑
j λ

2
j <∞を満たすので，

det(1−K∗K) :=
N∏

j=1

(1− λ2j )

を定義することができる。
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∆∗(K)の指数関数

Hilbert-Schmidtクラス I2(H )の部分集合 I2(H )を次で定義する。

I2(H ) := {K ∈ I2(H ) | K = K⊺, ‖K‖op < 1}

定義 65

K ∈ I2(H )に対して，− 1
2
∆∗(K)の指数関数の作用素を

exp

(
−
1

2
∆∗(K)

)
Φ := s-lim

N→∞

N∑
n=0

1

n!

(
−
1

2
∆∗(K)

)n

Φ

によって定義する。この作用素の定義域は右辺が収束するような Φの集合とする。

どのようなベクトルがこの作用素の定義域に入るかはこの時点では全然明らかではない。

命題 66

K ∈ I2(H )とする。このとき，Ω ∈ dom(e−
1
2
∆∗(K))であり

‖e−
1
2
∆∗(K)Ω‖2 =

1

det(1−K∗K)1/2

ここでの作用素の determinantについて次ページで解説する。

↷ ↷↷
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K ∈ I2(H )の定理 8の意味での標準形をK =
∑M

j=1 λj |gn〉 〈Jgn| (M ≤ ∞) とする。
{λ2j}Mj=1 はK∗K の正の固有値であり，仮定から ‖K‖op = λ1 < 1である。したがっ
て，1− λ2j > 0 (j = 1, 2, · · · ,M)なので

(det(1−K∗K))1/2 = det((1−K∗K)1/2) =
M∏
j=1

(1− λ2j )
1/2

となる。つまり，この場合，平方根はどちらにかかっていると思っても同じである。

以下，命題 66を示してゆくが，M = ∞の場合を考える。M が有限ならより簡単。

まず，次が成立する：

補題 67

‖e−
1
2
∆∗(K)Ω‖2 =

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
‖∆∗(K)nΩ‖2 (49)

ただし，これは，右辺が有限ならば Ω ∈ dom(e−
1
2
∆∗(K))であり，(49)の等号が成立

するという意味である。

証明. ∆∗(K)nΩは 2n粒子成分のみを持つので，異なる nについて，これらは互いに直
交する。s-limN→∞

∑N
n=1(−1/2)n(n!)−1∆∗(K)nΩは互いに直交するベクトルの和で

あるから補題の主張が成立する。
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命題 66の証明のための準備

K ∈ I2 の標準形をK =
∑∞

n=1 λn |gn〉 〈Jgn|とし，有限階作用素KN を

KN :=

N∑
n=1

λn |gn〉 〈Jgn| , (N ∈ N)

によって定義すると Hilbert-SchmidtノルムでKN → K (N → ∞)だから

‖(∆∗(K))nΩ‖ = lim
N→∞

‖(∆∗(KN ))nΩ‖ (50)

一方，λ1, · · · , λN と n ∈ N ∪ {0}から定まる量（有限和）

an,N :=
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

(2k1 − 1)!! · · · (2kN − 1)!!

(2k1 · · · 2kN )(k1! · · · kN !)
λ2k1
1 · · · k2kN

N (51)

を定義する。ただし a0,N := 1とする。

補題 68

(2nn!)−2‖(∆∗(KN ))nΩ‖2 = an,N (52)
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補題 68の証明. (40)から ∆∗(KM ) =
∑N

n=1 λnA
∗(gn)2 となることに注意する。一

般に可換な作用素 {bj}に対し

(b1 + · · ·+ bN )n =
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

n!

k1! · · · kN !
bk1
1 · · · bkN

N

であることに注意すれば，

‖(∆∗(KN ))nΩ‖2 =
∥∥∥ n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

n!

k1! · · · kN !
(λ1A

∗(g1)
2)k1 · · · (λNA∗(gN )2)kNΩ

∥∥∥2

=
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

n∑
j1,··· ,jN=0

(j1+···+jN=n)

n!

k1! · · · kN !
·

n!

j1! · · · jN !
λk1
1 · · ·λkN

N λj11 · · ·λjNN

×
〈
A∗(g1)

2k1 · · ·A∗(gN )2kNΩ, A∗(g1)
2j1 · · ·A∗(gN )2jNΩ

〉
ここで，{gk}k は ONSであることから，最後の内積は (k1, · · · , kN ) = (j1, · · · , jN )の
とき以外はゼロである。(k1, · · · , kN ) = (j1, · · · , jN )の場合は〈

A∗(g1)
2k1 · · ·A∗(gN )2kNΩ, A∗(g1)

2j1 · · ·A∗(gN )2jNΩ
〉

= ‖A∗(g1)
2k1Ω‖2 · · · ‖A∗(gN )2kNΩ‖2 = (2k1)! · · · (2kN )!

となる。

↷ ↷↷
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したがって

‖(∆∗(KN ))nΩ‖2 =
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

(
n!

k1! · · · kN !

)2

(λk1
1 · · ·λkN

N )2(2k1)! · · · (2kN )!

となるが

(2k)! = 2k(2k − 1)(2k − 2)(2k − 3) · · · 4 · 3 · 2 · 1 = 2kk!(2k − 1)!!

に注意すれば，上式は

= (n!)2
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

(2k1 − 1)!! · · · (2kN − 1)!!

k1! · · · kN !
2k1 · · · 2kN (λk1

1 · · ·λkN
N )2

= (2nn!)2
n∑

k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

(2k1 − 1)!! · · · (2kN − 1)!!

2k1 · · · 2kN k1! · · · kN !
(λk1

1 · · ·λkN
N )2

となる。よって (52)が成立する。
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複素数 z = reiθ(−π < θ ≤ π)の平方根を z1/2 := r1/2eiθ/2 で定める。必ずしも
z1/2w1/2 = (zw)1/2 とは限らないので注意。ただし，|z| < 1に対して次が成り立つ：

(1− z)−1/2 :=
1

(1− z)1/2
=

(
1

1− z

)1/2

補題 69

N を自然数とする。正の減少列 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN ≥ 0と複素数 αに対して

FN (α) :=
N∏

j=1

(1− αλ2j )
−1/2

とおく。FN (α)は αについて Q := {z ∈ C | |z| < λ−2
1 }で収束するべき級数

FN (α) =
∞∑

n=0

an,Nα
n (53)

に展開できる。ここに an,N は (51)で定義される量である。

証明は次ページ

↷ ↷↷
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証明. f(z) = (1− z)−1/2 は {z ∈ C | |z| < 1}で絶対収束する級数に展開できる。

f ′(z)=
1

2
(1−z)−

3
2 , f ′′(z)=

1

2
·
3

2
(1−z)−

5
2 , · · · , f (n)(z)=

(2n−1)!!

2n
(1−z)−

2n+1
2

だから

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn =

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

2nn!
zn

したがって，次のように FN (z)は |z| < λ−2
1 で絶対収束するべき級数に展開できる：

N∏
j=1

(1− αλ2j )
−1/2 =

N∏
j=1

( ∞∑
k=0

(2k − 1)!!

2kk!
(αλ2j )

k

)

=
∞∑

k1=0

· · ·
∞∑

kN=0

(2k1 − 1)!!

2k1k1!
· · ·

(2kN − 1)!!

2kN kN !
(αλ21)

k1 · · · (αλ2N )kN

=
∞∑

k1=0

· · ·
∞∑

kN=0

(2k1−1)!!

2k1k1!
· · ·

(2kN−1)!!

2kN kN !
(αλ21)

k1 · · · (αλ2N )kN

∞∑
n=0

1[k1 + · · ·+ kN = n]

=
∞∑

n=0

n∑
k1,··· ,kN=0

(k1+···+kN=n)

(2k1 − 1)!!

2k1k1!
· · ·

(2kN − 1)!!

2kN kN !
(αλ21)

k1 · · · (αλ2N )kN .

したがって，(53)が成り立つ。
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補題 70

減少列 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0が
∑∞

j=1 λ
2
j <∞を満たしている。このとき

F (α) := lim
N→∞

FN (α) =
∞∏
j=1

(1− αλ2j )
−1/2 =

1∏∞
j=1(1− αλ2j )

1/2

は領域 Q := {z ∈ C | |z| < λ−2
1 }で広義一様収束する。したがって，F (α)はこの領域

Qで正則である。

証明. まず |z| < 1に対して

|(1− z)−1/2 − 1| =
|1− (1− z)1/2|

|1− z|1/2
=

|z|
|1− z|1/2 · |1 + (1− z)1/2|

≤
|z|

|1− z|1/2
≤

|z|
(1− |z|)1/2

≤
|z|

1− |z|

である。mを十分大きくとれば λ−2
1 λ2m < 1/2となるので，j ≥ mに対して

∣∣(1− αλj)
−1/2 − 1

∣∣ ≤ |αλ2j |
1− |αλ2j |

< 2|αλ2j | (α ∈ Q)

となる。最後の不等式を得るために |α| < λ−2
1 を使った。

↷ ↷↷
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a < bを満たす自然数 a, bに対して

Ga,b =
b∏

j=a

(1− αλ2j )
−1/2

とおけば，FN (α) = G1,N であり，m < N ′ < N に対して

|FN (α)− FN′ (α)| = |G1,m−1| · |Gm,N′ | · |1−GN′+1,N |

である。wj = (1− αλ2j )
−1/2 − 1として (47), (48)を適用すれば

|Gm,N′ | =
∣∣∣∣ N′∏
j=m

(1 + wj)

∣∣∣∣ ≤ exp

(
2

N′∑
j=m

|αλ2j |
)

≤ exp

(
2λ−2

1

∞∑
j=m

λ2j

)

|1−GN′+1,N | ≤ exp

(
2λ−2

1

N∑
j=N′+1

λ2j

)
exp

(
1 + 2λ−2

1

N∑
j=N′+1

λ2j

)

仮定より，
∑N

j=N′+1 λ
2
j → 0 (N,N ′ → ∞)なので，任意の 0 < ϵ < λ−2

1 に対して

sup
|α|<λ−2

1 −ϵ

|FN (α)− FN′ (α)| → 0 (N,N ′ → ∞)

となる。したがって，FN (α)は N → ∞のとき Qで広義一様収束する。F (α)は正則関
数の広義一様収束極限なので正則である。
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Q := {z ∈ C | |z| < λ−2
1 }

補題 71

減少列 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0が
∑∞

j=1 λ
2
j <∞を満たすとする。an,N を (51)で定義さ

れるものとする。このとき，極限 an := limN→∞ an,N が存在し

F (α) =
1∏∞

j=1(1− αλ2j )
1/2

=

∞∑
n=0

anα
n, α ∈ Q (54)

証明. C を原点を中心とする半径 (1/2)λ−2
1 の円周とする。FN (α)は Qで正則なので

FN (α) =
∞∑

n=0

αn 1

2πi

∫
C

FN (z)

zn+1
dz

が成り立つ。展開係数の一意性および補題 69から

an,N =
1

2πi

∫
C

FN (z)

zn+1
dz

である。補題 70から FN は F に C 上で一様収束するので，

an = lim
N→∞

an,N =
1

2πi

∫
C

F (z)

zn+1
dz

である。これは F (α)の展開係数が an であることも意味するので (54)が成り立つ。
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命題 66の証明. 補題 67から

‖e−
1
2
∆∗(K)Ω‖2 =

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
‖∆∗(K)nΩ‖2

（まだこれが有限かどうかわからない。）ここで，

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
‖∆∗(K)nΩ‖2 =

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
lim

N→∞
‖∆∗(KN )nΩ‖2 ∵ (50)

=
∞∑

n=0

lim
N→∞

an,N ∵ 補題 68

=
∞∑

n=0

an ∵ an の定義

= F (1) ∵ 補題 71

=
1∏∞

j=1(1− λ2j )
1/2

∵ 補題 71

これは有限だから Ω ∈ dom(e−
1
2
∆∗(K))であり，

‖e−
1
2
∆∗(K)Ω‖2 =

1

det(1−K∗K)1/2

がしたがう。
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次は e−
1
2
∆∗(K) の真空以外の状態への作用に関するものである：

命題 72

K ∈ I2(H )とする。Φ ∈ Ffin(H )に対して，

exp

(
−
1

2
∆∗(K)

)
Φ := s-lim

N→∞

N∑
n=0

1

n!

(
−
1

2
∆∗(K)

)n

Φ (55)

が存在し，D∞ := ∩∞
k=0 dom(Nk

b )に属する。

命題 72の証明. まず Φ = Ωの場合に (55)の極限が存在することは命題 66で保証され
ている。一般の Φ ∈ Ffin は，Φ = A∗(f1) · · ·A∗(fL)Ωの形のベクトルの有限個の線型
結合なので (55)の収束を示すためには

Φ = A∗(f1) · · ·A∗(fL)Ω (56)

の場合だけを示せば十分である。この場合，∆∗(K)nΦは 2n+ L粒子の成分のみをもつ
ので，異なる nの項は直交する。したがって，(55)の収束を示すためには

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
‖∆∗(K)nΦ‖2 <∞

をいえばよい。不等式 ‖A∗(f)Ψ‖ ≤ ‖f‖‖(Nb + 1)1/2Ψ‖を使うと

↷ ↷↷
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‖∆∗(K)nΦ‖2 = ‖∆∗(K)nA∗(f1) · · ·A∗(fL)Ω‖2

= ‖A∗(f1) · · ·A∗(fL)∆
∗(K)nΩ‖2

≤ ‖f1‖2 · ‖(Nb + 1)1/2A∗(f2) · · ·A∗(fL)(∆
∗(K))nΩ‖2

= ‖f1‖2(2n+ L)‖A∗(f2) · · ·A∗(fL)(∆
∗(K))nΩ‖2

≤ ‖f1‖2 · · · ‖fL‖2(2n+ L)(2n+ L− 1) · · · (2n+ 1)‖(∆∗(K))nΩ‖2

となるので，an = ‖∆∗(K)nΩ‖2/(2nn!)2 を用いて∥∥∥ 1

n!

(
−
1

2
∆∗(K)

)n

Φ
∥∥∥2 ≤ ‖f1‖2 · · · ‖fL‖2(2n+ L)(2n+ L− 1) · · · (2n+ 1)an

したがって，(55)が収束することを示すためには，
∞∑

n=0

(2n+ L) · · · (2n+ 1)an <∞ (57)

がいえればよい。級数
∑∞

n=0(2n+ L) · · · (2n+ 1)anzn の収束半径 R′ は

1

R′ = lim sup
n→∞

(
(2n+ L) · · · (2n+ 1)an

)1/n
= lim sup

n→∞

(
(2n+ L) · · · (2n+ 1)

)1/n
a
1/n
n

= lim sup
n→∞

a
1/n
n =

1

R

↷ ↷↷
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であるから，R′ = R > 1である。よって (57)が成り立つ。したがって，(55)は
Φ ∈ Ffin に対して収束する。

次に，exp(−(1/2)∆∗(K))Φ ∈ dom(Nk
b ) (k = 1, 2, · · · )を示す。上の議論と同様にし

て，(56)の形の Φと任意の k ∈ Nに対して

∞∑
n=0

1

(2nn!)2
‖Nk

b (∆
∗(K))nΦ‖2 <∞ (58)

示せばよい。∆∗(K)nΦの粒子数は L+ 2nなので

1

(2nn!)2
‖Nk

b (∆
∗(K))nΦ‖2 = (2n+ L)2kan

である。上と同様に
∑

n(2n+ L)2kanzn の収束半径は 1より大きい（実際は 1/λ21）の
で (58)が成り立つ。
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定義 73

S ∈ B(H ), K ∈ I2(H )とする。Ψ ∈ Ffin(H )に対して

e
1
2
∆(K)Ψ :=

∞∑
n=0

1

n!

(
−

1

2
∆(K)

)n

Ψ (59)

: e−dΓb(S) : Ψ :=
∞∑

n=0

(−1)n

n!
: dΓb(S)

n : Ψ (60)

と定義する。ここに : · · · :はWick順序化といわれるもので

: dΓb(S)
n : Ψ = s-lim

M→∞

M∑
j1,··· ,jn=1

A∗(ej1 ) · · ·A
∗(ejn )A(S

∗ej1 ) · · ·A(S
∗ejn )Ψ

(61)

によって定義される。ここに {en}∞n=1 はH の ONBである。

まず，(44)から e
1
2
∆(K), : e−dΓb(S) :はFfin(H )からFfin(H )への線形写像である。

そして定義式 (59), (60)の右辺の和は Ψ ∈ Ffin(H )に対して有限和となる。したがっ
て，先程の ∆∗(K)の場合と異なり収束の問題は生じない。

自明とはいえないが，(61)はH の ONB {en}∞n=1 のとり方に依存しない。
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命題 74

S ∈ B(H )，K ∈ I2(H )とする。Ffin(H )上で次の交換関係が成り立つ。

[e−
1
2
∆∗(K), A(f)] = A∗(KJf)e−

1
2
∆∗(K) (62)

[e−
1
2
∆(K), A∗(f)] = −A(KJf)e−

1
2
∆(K) (63)

[: e−dΓb(S) :, A(f)] = : e−dΓb(S) : A(S∗f) (64)

[: e−dΓb(S) :, A∗(f)] = −A∗(Sf) : e−dΓb(S) : (65)

証明. Ffin(H )上で計算する。(43)より [∆∗(K), A(f)] = −2A∗(KJf)で，これは
∆∗(K)と可換であるから

[e−
1
2
∆∗(K), A(f)] =

∞∑
n=0

(
−
1

2

)n 1

n!
[∆∗(K)n, A(f)]

=
∞∑

n=1

(
−
1

2

)n 1

n!
× n[∆∗(K), A(f)]∆∗(K)n−1

=
∞∑

n=1

(
−
1

2

)n 1

(n− 1)!
(−2A∗(KJf))∆∗(K)n−1

= A∗(KJf)e−
1
2
∆∗(K)

よって (62)が示された。(63)は (62)の共役を取ればよい。

↷ ↷↷
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(64)を示す。まず

[A∗(ej1 ) · · ·A
∗(ejn )A(S

∗ej1 ) · · ·A(S
∗ejn ), A(f)]

= [A∗(ej1 ) · · ·A
∗(ejn ), A(f)]A(S

∗ej1 ) · · ·A(S
∗ejn )

=
n∑

ℓ=1

(−
〈
f, ejℓ

〉
)A∗(ej1 )

ℓ
⌣· · · A∗(ejn )A(S

∗ej1 ) · · ·A(S
∗ejn )

= −
n∑

ℓ=1

A∗(ej1 )
ℓ
⌣· · · A∗(ejn )A(S

∗ej1 )
ℓ
⌣· · · A(S∗ejn )A(

〈
ejℓ , f

〉
S∗ejℓ )

である。
∑∞

jℓ=1

〈
ejℓ , f

〉
S∗ejℓ = S∗f なので

[: dΓb(S)
n :, A(f)] = − : dΓb(S)

n−1 : nA(S∗f), n = 1, 2, · · ·

となる。したがって

[: e−dΓb(S) :, A(f)] =
∞∑

n=1

(−1)n

n!
[: dΓb(S)

n :, A(f))]

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

(n− 1)!
: dΓb(S)

n−1 : A(S∗f)

=: e−dΓb(S) : A(S∗f)

となり (64)が示される。(65)は : e−dΓb(S) :の共役作用素が : e−dΓb(S
∗) :であること

に注意すれば (64)から直ちに導かれる。
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Shaleの定理の十分性の証明

S = S(X,Y ) =

(
X JY J

Y JXJ

)
∈ Spで Y が Hilbert-Schmidtとする。このとき，

UA∗(f)U∗ = B∗(f) (f ∈ H )となるFb(H )上のユニタリ作用素 U を構成する。

定義 75

S(X,Y ) ∈ Spかつ Y ∈ I2 とする。K1,K2,K3 ∈ B(H )を次で定義する。

K1 := JY X−1J, K2 := 1− (X−1)∗ K3 := −JX−1JY

さらに，Ffin(H )上の作用素 U を次で定義する：

U := det(1−K∗
1K1)

1/4e−
1
2
∆∗(K1) : e−dΓb(K2) : e−

1
2
∆(K∗

3 )

上の定義について，注意を少し述べる。
命題 60からX は全単射で X−1 ∈ B(H )である。したがって，K1,K2,K3 は有界作用
素である。仮定から Y は Hilbert-SchmidtなのでK1 とK3 も Hilbert-Schmidtであ
る。命題 60により，Kj = K⊺

j かつ ‖Kj‖op < 1 (j = 1, 3)である。したがって，

K1,K3 ∈ I2(H )である。

K1 ∈ I2 なので，det(1−K∗
1K1) > 0は正しく定義される（命題 66の下の注意）。

↷ ↷↷
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作用素 U の定義域について考える。定義 73の下の注意を思い出せば，Ψ ∈ Ffin(H )に
対して

: e−dΓb(K2) : e−
1
2
∆(K∗

3 )Ψ ∈ Ffin(H )

となることがわかる。命題 72から e−
1
2
∆∗(K1) はFfin(H )上で定義されているので，

U は確かにFfin(H )上で well-defined である。

112/201



補題 76

S = S(X,Y ) ∈ Sp, Y ∈ I2 に対して，ΩS := UΩと定義する。ΩS は単位ベクトル
であり

B(f)ΩS = 0, (f ∈ H ) (66)

となる。さらに，次の等式が成り立つ：

‖B∗(f1) · · ·B∗(fn)ΩS‖2 = ‖A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω‖2 (67)

証明. U1 := e−
1
2
∆∗(K1), U2 :=: e−dΓb(K2) :, U3 := e−

1
2
∆(K∗

3 ) とする。まず，
U3Ω = Ωかつ U2Ω = Ωなので

ΩS = UΩ = det(1−K∗
1K1)

1/4U1Ω

である。したがって，命題 66より

‖ΩS‖2 = det(1−K∗
1K1)

1/2‖U1Ω‖2 = det(1−K∗
1K1)

1/2 1

det(1−K∗
1K1)1/2

= 1

となる。すなわち，ΩS は単位ベクトルである。

次に (66)を示す。B(f)U1Ω = 0を示せばよい。まず B(f)の定義から

B(f)U1Ω =
(
A(Xf) +A∗(JY f)

)
U1Ω

= [A(Xf),U1]Ω +A∗(JY f)U1Ω.

とする。

↷ ↷↷
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命題 74によれば，上式の交換子は [A(Xf),U1] = −A∗(K1JXf)U1 となるので

B(f)U1Ω = −A∗(K1JXf)U1Ω+A∗(Y f)U1Ω

= −A∗(JY X−1JJXf)U1Ω+A∗(Y f)U1Ω

= 0

となる。よって (66)が成り立つ。

次に (67)を示す。その前に，命題 72によって ΩS ∈ D∞ なので ΩS には B(fj)を何回
でも作用させることができることに注意する。任意の f ∈ H に対して
A(f)Ω = 0 = B(f)ΩS が成り立つこと，ΩS が単位ベクトルであること，及び
{B∗(f), B(f) | f ∈ H }が CCRを満たすことから直ちにしたがう。つまり，純粋に代
数的な計算により

‖A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω‖2 =
∑

σ∈Sn

〈
f1, fσ(1)

〉
· · ·
〈
fn, fσ(n)

〉
= ‖B∗(f1) · · ·B∗(fn)ΩS‖2

が成り立つ。
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定理 77

S = S(X,Y ) ∈ Sp, Y ∈ I2 とする。このとき，定義 75で定義された作用素 U は
Fb(H )上のユニタリ作用素に拡大でき，すべての f ∈ H に対して

U∗B♯(f)U = A♯(f)

が成り立つ。

証明. 以下，前半の計算はFfin(H )上で行い，最後に極限操作を議論する。

U1 := e−
1
2
∆∗(K1), U2 :=:e−dΓb(K2):, U3 := e−

1
2
∆(K∗

3 ) とし，
U = det(1−K∗

1K1)1/4U1U2U3 とおく。まず，Ffin(H )上で

U1U2U3A
∗(f) = B∗(f)U1U2U3

が成り立つことを示す。命題 74より，任意の f ∈ H に対して，Ffin(H )上で

U3A
∗(f) = A∗(f)U3 −A(K∗

3Jf)U3 (68)

U2A
∗(f) = A∗(f)U2 −A∗(K2f)U2 = A∗((1−K2)f)U2 (69)

U2A(f) = A(f)U2 + U2A(K
∗
2 f) =⇒ U2A(g) = A((1−K∗

2 )
−1g)U2 (70)

U1A(f) = A(f)U1 +A∗(K1Jf)U1 (71)

が成り立つ。

115/201



(68)を使うと

U1U2U3A
∗(f) = U1U2

(
A∗(f)U3 −A(K∗

3Jf))U3

)
= U1U2A

∗(f)U3 − U1U2A(K
∗
3Jf)U3

が成り立つ。次に (69), (70)を使うと，上式は

= U1A
∗((1−K2)f)U2U3 − U1A((1−K∗

2 )
−1K∗

3Jf)U2U3

= U1A
∗((1−K2)f)U2U3 − U1A((1−K∗

2 )
−1K∗

3Jf)U2U3

となる。A∗(f)と U1 が可換であること，及び (71)を使うと

= A∗((1−K2)f)U1U2U3

−A((1−K∗
2 )

−1K∗
3Jf)U1U2U3 −A∗(K1J(1−K∗

2 )
−1K∗

3Jf)U1U2U3

となる。以上から，JL∗J = L⊺ に注意すると

UA∗(f) = A∗
(
(1−K2 −K1(1−K⊺

2 )
−1K⊺

3 )f
)
U −A(J(1−K⊺

2 )
−1K⊺

3 f)U

= A∗
(
(1−K2 −K1(1−K⊺

2 )
−1K3)f

)
U −A(J(1−K⊺

2 )
−1K3f)U (72)

となる。最後の等式を得るためにK3 = K⊺
3 を使った。ここで，K2 の定義より

1−K2 = 1− (1− (X−1)∗) = (X∗)−1 ∴ (1−K⊺
2 )

−1 = JXJ

↷ ↷↷
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そしてK3 = −JX−1JY だったので

(1−K⊺
2 )

−1K3 = JXJ(−JX−1JY ) = −Y

となる。定義K1 = JY X−1J から

K1(1−K⊺
2 )

−1K3 = −JY X−1JY

となる。したがって，これらの結果を (72)に適用すると

UA∗(f) =
[
A∗(((X∗)−1 + JY X−1JY )f) +A(JY f)

]
U

を得る。また，X,Y の満たす条件 (31), (32)を思い出すと，それぞれ

1 + Y ∗Y = X∗X, X∗JY = Y ∗JX

である。これより

1 + Y ∗Y = X∗X =⇒ 1 + Y ∗JX︸ ︷︷ ︸
=X∗JY

X−1JY = X∗X

=⇒ 1 +X∗JY X−1JY = X∗X

=⇒ (X∗)−1 + JY X−1JY = X

である。

↷ ↷↷
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以上から

A∗(((X∗)−1 + JY X−1JY )f) +A(JY f) = A∗(Xf) +A(JY f) = B∗(f)

となる。したがって，Ffin(H )上で

UA∗(f) = B∗(f)U (73)

が成り立つ。次に，Ffin(H )上で

UA(f) = B(f)U (74)

が成り立つことを示す。

U1U2U3A(f) = U1U2A(f)U3 ∵) [U3, A(f) = 0]

= U1A((1−K∗
2 )

−1f)U2U3 ∵ (70)

= A((1−K∗
2 )

−1f)U1U2U3

+A∗(K1J(1−K∗
2 )

−1f)U1U2U3 (∵ (71))

となる。

↷ ↷↷
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ここで，上で計算したことを使って

(1−K⊺
2 )

−1 = JXJ =⇒ (1−K∗
2 )

−1 = X

K1J(1−K∗
2 )

−1 = K1JX = (JY X−1J)JX = JY

となる。したがって

U1U2U3A(f) = (A(Xf) +A∗(JY f))U1U2U3

となり，(74)が成り立つことがわかった。

補題 76と (73)を使えば，任意の fi, gi ∈ H (i = 1, · · · , n)に対して

〈UA∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω, UA
∗(g1) · · ·A∗(gn)Ω〉

= 〈B∗(f1) · · ·B∗(fn)UΩ, B∗(g1) · · ·B∗(gn)UΩ〉

= 〈A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω, A
∗(g1) · · ·A∗(gn)Ω〉

となる。内積の線形性から，任意の Ψ,Φ ∈ Ffin(H )に対して

〈UΨ, UΦ〉 = 〈Ψ,Φ〉

となる。これは U がFfin(H )から

E := L.h.{B∗(f1) · · ·B∗(fn)UΩ, UΩ | fj ∈ H , j = 1, · · · , n, n ∈ N}

への等長作用素であることを意味する。

↷ ↷↷

119/201



最後に，U がFb(H )上へのユニタリ作用素に拡大できることを示す。そのために，
Sigalの場の作用素の既約性を使う。定義から E は B∗(f)の作用で不変なのは明らか。
CCRと B(f)UΩ = 0に注意すれば，E は B(f)でも不変である。したがって，任意の
f ∈ H に対して B♯(f)は E を不変にする。

一方，Symplectic群の可逆性から，A♯(f)は B♯(f)を用いて表すことができる。具体的
に式 (35)を使うと

ΦS(f) = 2−1/2
(
B(X∗f − Y ∗Jf) +B∗(X∗f − Y ∗Jf)

)
となる。G(f) = X∗f − Y ∗Jf(実線型)とおけば，

ΦS(f) = 2−1/2(B(G(f)) +B∗(G(f))) (75)

である。特に

ΦS(f)
nE ⊂ E , f ∈ H , n ∈ N

であることもわかる。
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さて，任意に E の元は UΩや

Ψ = B∗(f1) · · ·B∗(fm)UΩ (76)

の形のベクトルの線型結合である。(75)と (73)に注意すれば，(76)の Ψに対して，

‖ΦS(f)
nΨ‖ = ‖UΦS(G(f))nA∗(f1) · · ·A∗(fm)Ω‖

= ‖ΦS(G(f))nA∗(f1) · · ·A∗(fm)Ω‖

≤ 2n/2‖G(f)‖n
√
n+m

√
n+m− 1 · · ·

√
m+ 1‖A∗(f1) · · ·A∗(fm)Ω‖

≤ 2n/2‖G(f)‖n
√
n+m

√
n+m− 1 · · ·

√
m+ 1‖Ψ‖

したがって，任意の t > 0に対して
∞∑

n=0

tn

n!
‖ΦS(f)

nΨ‖ <∞

が成り立つ。したがって，Ψは ΦS(f)の全解析ベクトルである。このとき，eiΦS(f)Ψは
テイラー展開できるので

eiΦS(f)Ψ = lim
N→∞

∞∑
n=0

(iΦS(f))
n

n!
Ψ ∈ E

したがって，任意の f ∈ H に対して

exp(iΦS(f))E ⊂ E

が成り立つ。よって exp(iΦS(f))E ⊂ E。{exp(iΦS(f)) | f ∈ H }の規約性（不変な閉
部分空間は全体しかない）から E = Fb(H )が従う。
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対相互作用模型の対角化



対相互作用模型の解析について

ここから解説する対相互作用模型はFb(H )に作用するハミルトニアン

H = dΓb(T ) +
1

2

∞∑
n=1

λnΦS(gn)
2

として定義される。以下の目的はハミルトニアンを Bogoliubov変換 U によって対角化
することである。

ここで，量子場のハミルトニアンH が U によって対角化されるとは，ある 1粒子ハミル
トニアン S と定数 E が存在して

UHU∗ = dΓb(S) + E

となることとしよう。したがって，上のように変換できれば，H のスペクトルを解析は
S のそれに帰着される。

対相互作用模型のこれまでの研究の流れを簡単に紹介する。

� 物理の文献：対相互作用模型は “解ける”模型とされている

� 数学的証明：A. Arai (1981–1983) は調和振動子と量子場の結合系，双極近似の
Pauli-Fierz模型に対して，物理の文献にある手続きを正当化した。

� 手法：対角化するユニタリ変換の構成に用いられたのは，古典場の漸近解（散乱理
論？）と Bogoliubov変換である。 ↷ ↷↷
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A. Arai の方法を抽象化し dΓb(T ) +
1
2
λΦS(g)

2 の対角化を行ったのが次の論文

� K. Asahara, D. Funakawa: Spectral analysis of an abstract pair interaction

model, Hokkaido Math. J. (2021)

である。

場の相互作用が 2次のハミルトニアンの対角化についての研究に以下がある。

� P.T. Nam, M. Napiórkowskia, J.P. Solovej: Diagonalization of bosonic

quadratic Hamiltonians by Bogoliubov transformations. J. Funct. Anal.

(2016)

� J. Dereziński: Bosonic quadratic Hamiltonians. J. Math. Phys. (2017)

これらの論文の目的は講義と似ているが，上の論文では S と E が具体的に表されていな
いため，その先の解析をすることは困難であると思われる。

この講義では代数的に対相互作用模型の対角化を行った結果を紹介する。対角化後のハ
ミルトニアン dΓb(S) + E も模型もある程度具体的に表される。

以下の内容は（結構丁寧に書かれた）論文

� Y. Matsuzawa, I. Sasaki and K. Usami, Explicit diagonalization of pair

interaction models, Analysis and Mathematical Physics (2021)

にもとづく。
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対相互作用模型の定義と条件

対相互作用模型の状態のヒルベルト空間はFb(H )であり，ハミルトニアンは

H = dΓb(T ) +
1

2

∞∑
n=1

λnΦS(gn)
2

で定義される。

対角化のためには以下の条件のみを仮定する：

(B1) T は単射で非負な自己共役作用素

(B2) gn ∈ dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2), n = 1, 2, · · ·

(B3)
∑∞

n=1 |λn|‖T 1/2gn‖2 <∞

(B4)
∑∞

n=1 |λn|‖T−1/2gn‖2 <∞

(B5) ∃ϵ > 0 s.t. 1 +
∑∞

n=1 λn |T−1/2gn〉〈T−1/2gn| ≥ ϵ

(B6) H 上の共役子 J が存在して，JTJ = T, Jgn = gn

注意点：

� (B5) の確認は一見難しそうだが，λn ≥ 0 なら常に成立する。
� (B6) は相互作用場 ΦS(gn) が互いに可換であることを意味する。
� 赤外正則条件 g ∈ dom(T−1)は仮定しない。
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ハミルトニアンの自己共役性

定理 78 (H の自己共役性)

条件 (B1)-(B6)もとで H は dom(dΓb(T ))上で自己共役かつ dΓb(T ) の任意の芯上で
本質的に自己共役である。

※ 相互作用項 (1/2)
∑∞

n=1 λnΦS(gn)
2 は非摂動項 dΓb(T )に対して，相対的に有界だ

が，一般的には relative boundは 1より大きい。

※ この定理は後で解説する。
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対角化のための Bogoliubov変換の構成

H の対角化のために Bogoliubov変換 U を次のように構成する。

条件 (B1)∼(B6)を仮定する。H 上の自己共役作用素

S :=

(
T 2 +

∞∑
n=1

λn |T 1/2gn〉 〈T 1/2gn|
)1/2

を定義し，

X :=
1

2

(
T−1/2S1/2 + T 1/2S−1/2

)
, Y :=

1

2

(
T−1/2S1/2 − T 1/2S−1/2

)
とおく。後に解説するように

(i) X,Y はH 全体で定義された有界作用素

(ii) S(X,Y ) ∈ Sp

(iii) Y は Hilbert-Schmidt

特に B(f) := A(Xf) +A∗(JY f)は CCRを満たし，UB(f)U∗ = A(f), f ∈ H を満
たすユニタリ作用素が存在する。
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ハミルトニアンの対角化

定理 79 (2021)

(B1)–(B6)を仮定する。このとき，ハミルトニアン H は

UHU∗ = dΓb(S) + E, E =
1

2
tr (S − T )

と対角化される。特に，H の基底状態は U∗Ωで与えられる。

※ ここでの対角化とは，ある全ハミルトニアンが 1粒子ハミルトニアンの第二量子
化＋定数にユニタリ同値であるということであり，いわゆる具体的な掛け算作用素
に変換されるわけではないことに注意。

※ H のスペクトル解析は S のそれに帰着される。S のスペクトル解析は非自明だが，
場の作用素の解析よりは知られている。実際，非有界作用素の摂動よりトレース型
作用素の摂動のほうがやさしい。

※ T, S は一般に非有界だが S − T はトレース型作用素である。

※ 前節で構成した U は今の場合 U∗ なので注意。特に深い理由はない。
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対相互作用模型の対角化の応用例



単純な対相互作用模型

対相互作用の個数が１個の場合を考える：

H := dΓb(T ) +
λ

2
ΦS(g)

2

定理 80

T > 0，g ∈ dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2)とする。結合定数 λ ∈ Rは

1 + λ‖T−1/2g‖2 > 0

を満たすものとする。このとき，Fb(H )上のユニタリ変換 U が存在して

UHU∗ = dΓb(S) +
1

2
tr (S − T )

となる。ただし，

S =
(
T 2 + λ |T 1/2g〉 〈T 1/2g|

)1/2

証明. 定理 78, 79を適用する。条件 (B1)–(B6)を確認すればよい。また，
H = L2(M,dk)で T が掛け算作用素の場合を考えれば十分。

↷ ↷↷
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条件 (B1)(B2)(B3)(B4)は仮定から明らか。(B5)は今は

∃ϵ > 0, 1 + λ |T−1/2g〉 〈T−1/2g| ≥ ϵ

である。これを示す。

ϵ := min{1, 1 + λ‖T−1/2g‖2}

とおけば，仮定から ϵ > 0である。CT−1/2g への正射影を P とすると

1 + λ |T−1/2g〉 〈T−1/2g| = 1 + λ‖T−1/2g‖2P

= (1 + λ‖T−1/2g‖2)P + P⊥

≥ ϵP + ϵP⊥ = ϵ > 0

したがって，(B5)が成り立つ。

次に条件 (B6)を示す。つまり

JTJ = T, Jg = g

となるH 上の共役子 J が存在することを示す。
・・・（練習問題）・・・したがって，(B6)が成り立つ。
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次の例のための数学的準備

命題 81

H ,K をヒルベルト空間とする。このとき，ユニタリ作用素

U : Fb(H )⊗Fb(K ) → Fb(H ⊕ K )

で任意の f ∈ H , g ∈ K に対して

UΩ⊗Ω = Ω

U(A∗(f)⊗1+ 1⊗A∗(g))U∗ = A∗(f, g) on Ffin(H ⊕ K ) (77)

を満たすものが唯一つ存在する。

証明. Ã∗(f, g) := A∗(f)⊗1+ 1⊗A∗(g) とおくと，これらは CCRを満たす：

[Ã(f1, g1), Ã
∗(f2, g2)] = [A(f1), A

∗(f2)]⊗1+ 1⊗[A(g1), A
∗(g2)]

= 〈f1, f2〉+ 〈g1, g2〉 = 〈(f1, f2), (g1, g2)〉

Ã同士の可換性は明らか。{hj}をH ⊕ K の ONBとするとき

Ã∗(hj1 ) · · · Ã
∗(hjn )Ω⊗Ω, n = 0, 1, · · ·

達を集めればFb(H )⊗Fb(K )の ONBとなる。

↷ ↷↷
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したがって，その ONBをFb(H ⊕ K )の ONB A∗(hj1 ) · · ·A∗(hjn )Ωに移すユニタ
リ作用素がただ一つ存在する。そのユニタリ作用素は (77)を満たすことも容易にわか
る。

次の関係式も成立する。

命題 82

U を命題 81のユニタリ作用素とする。このとき，作用素の等式

U(ΦS(f)⊗1+ 1⊗ΦS(g))U
∗ = ΦS(f, g)

U(dΓb(S)⊗1+ 1⊗ dΓb(T ))U
∗ = dΓb(S ⊕ T )

が成り立つ。

証明. 略（定義域や芯に注意すればよく，本質的な困難な部分はない）
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調和振動子とボース場の結合模型

L2(R)⊗Fb(H )に作用するハミルトニアン

H :=
1

2
(p2 + ω2x2)⊗ 1 + 1⊗ dΓb(T ) + λx⊗ΦS(g)

を考える。ただし，ω ∈ (0,∞), λ ∈ R, g ∈ dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2)とする。

定理 83

|λ| < ω‖T−1/2g‖−1 とする。H は自己共役であり，ユニタリ作用素
U : L2(R)⊗Fb(H ) → Fb(C⊕ H )が存在して

UHU∗ = dΓb

( ω2 λ |1〉 〈T 1/2g|
λ |T 1/2g〉 〈1| T 2

)1/2
+ E

ここで

E =
1

2
tr

( ω2 λ |1〉 〈T 1/2g|
λ |T 1/2g〉 〈1| T 2

)1/2

−
(
ω 0

0 T

)+
ω

2

この模型の相互作用の形が物理的な意味を持つのかは不明である。調和振動子の方を
フーリエ変換して x↔ pとすれば，相互作用は双極近似の Pauli-Fierzの電磁相互作用
に似ている。
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定理 83の証明. まず，ハミルトニアンを対相互作用模型の形に変換する。1次元調和振
動子は C上の量子場とみなすことができることを説明する。学部の量子力学で習う
L2(R)上の生成，消滅作用素 a, a∗ をもちいて

1

2
(p2 + ω2x2) = ωa∗a+

ω

2

とし，この調和振動子の基底状態を Ω0 ∈ L2(R)とする。このとき，ユニタリ作用素
u : L2(R) → Fb(C)で

uΩ0 = Ω, uau∗ = A(1),

を満たすものが存在する。このとき，

u
[
1
2
(p2 + ω2x2)

]
u∗ = dΓb(ω) +

ω

2
↷ Fb(C)

uxu∗ = ω−1/2ΦS(1)

となる。したがって，H はFb(C)⊗Fb(H )上の作用素に変換される：

(u⊗ 1)H(u⊗ 1)∗ = dΓb(ω)⊗1+ 1⊗ dΓb(T ) + ω−1/2λΦS(1)⊗ΦS(g) +
ω

2
.

↷ ↷↷
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次にFb(C)⊗Fb(H ) = Fb(C⊕ H )と自然に同一視すれば

(u⊗ 1)H(u⊗ 1)∗ = dΓb(ω ⊕ T ) + ω−1/2λΦS(1, 0)ΦS(0, g) +
ω

2

= dΓb(ω ⊕ T ) +
ω−1/2λ

4

{
ΦS(1, g)

2 − ΦS(1,−g)2
}
+
ω

2

=: H̃ +
ω

2
.

とユニタリ同値であることが示される。これで，H を対相互作用模型のハミルトニアン
H に変換することができた。対応は

T → ω ⊕ T, λ1 =
ω−1/2λ

2
= −λ2 g1 = (1, g), g2 = (1,−g)

である。これに対して定理 78, 79を適用する。条件 (B1)–(B4)は明らかである。(B6)

の共役子の存在も前の例と同様である。(B5)だけ調べればよい。

K := 1 + λ1 |(ω ⊕ T )−1/2g1〉 〈(ω ⊕ T )−1/2g1|

+ λ2 |(ω ⊕ T )−1/2g2〉 〈(ω ⊕ T )−1/2g2|

= 1 + ω−1λ
(
|(1, 0)〉 〈(0, T−1/2g)|+ |(0, T−1/2g)〉 〈(1, 0)|

)
とおく。K が単射な非負の自己共役作用素であればK ≥ ϵ1 > 0が示される。

↷ ↷↷

134/201



K := C⊕ CT−1/2g と置こう。このとき，K はK を簡約する。そして，K のK によ
る簡約部分は直交基底

{
(1, 0), (0, T−1/2g/‖T−1/2g‖)

}
による行列表示を持つ：(

1 ω−1λ‖T−1/2g‖
ω−1λ‖T−1/2g‖ 1

)

これは 2次の行列なので，この固有値がすべて正であることと
1− ω−2λ2‖T−1/2g‖2 > 0は必要十分。一方，K のK ⊥ = {0} ⊕ (CT−1/2g)⊥ への簡
約部分は恒等作用素である。したがって，K のカーネルは自明である。したがって，K
は非負かつ単射となり，したがって H̃ に対する条件 (B5)が成り立つ。

以上から，H̃ に対して (B1)–(B6)が成り立つので定理 78, 79より，自己共役性および対
角化の主張が成り立つ。
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x2 ポテンシャルをもつ双極近似の Pauli-Fierz模型

これは荷電粒子が原点にバネで繋がれており，さらに量子電磁場と相互作用する模型であ
る。ハミルトニアンは

H :=
1

2
(pj ⊗ 1 + 1⊗ΦS(gj))

2 +
1

2

d∑
j=1

ω2
jx

2
j ⊗ I + I ⊗ dΓb(T )

で与えられる。これが作用する空間は L2(Rd)⊗Fb(H )である。

• 通常の Pauli-Fierz模型で A(x) → A(0)と置き換えたとすると，gj 達は偏極ベクトル
を含む特別な関数であるが，とりあえず最初の解析では対角化の解析にはそのような条件
は使わないので，上の一般的な形のハミルトニアンを解析する。

H を次のように展開しよう：

H =
1

2

d∑
j=1

(p2j + ω2
jx

2
j )⊗ 1 + 1⊗ dΓb(T ) +

1

2

d∑
j=1

1⊗ΦS(gj)
2 +

d∑
j=1

pj ⊗ΦS(gj)

これは調和振動子とボース場の結合系と同じ形をしているので，すべて生成・消滅作用素
で表すことができる。
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定理 84

gj ∈ dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2)とする。H 上の共役子 J で JTJ = T, Tgj = gj を
満たすものが存在するとする。このとき，H は自己共役である。また，ユニタリ作用素
U : L2(Rd)⊗Fb(H ) → Fb(Cd ⊕ H )が存在して，

UHU∗ = dΓb(
√

diag(ω2
1 , · · · , ω2

d)⊕ T 2 +W ) + E

E =
1

2
Tr(S − T ) +

d∑
j=1

ωj

2

ここに，W は有限階作用素

W :=
d∑

j=1

(
0 ωj |ej〉 〈T 1/2gj |

ωj |ej〉 〈T 1/2gj | |T 1/2gj〉 〈T 1/2gj |

)
,

ej は Cd の標準基底，S = (diag(ω2
1 , · · · , ω2

d)⊕ T 2 +W )1/2 である。

証明. (B1)–(B4)と (B6)はほとんど明らかである。(B5)だけが非自明だが，前例のよ
うに基底を取り有限次元行列の性質に帰着させればよい。詳細は省略。
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並進不変な双極近似の Pauli-Fierz模型

外部ポテンシャルが 0の場合を考える。外部ポテンシャルを持たない Pauli-Fierz模型は
並進対称性を持ち，全運動量

p⊗1+ 1⊗ dΓb(k)

が保存する。しかし，双極近似を行った場合，全運動量は保存せず，代わりに粒子の運動
量 pが保存する。そこで，双極近似の Pauli-Fierzハミルトニアンで荷電粒子の運動量を
P = (P1, · · · , Pd) ∈ Rd に固定して定義されるハミルトニアン

H(P ) :=
1

2

d∑
j=1

(Pj +ΦS(gj))
2 + dΓb(T ) ↷ Fb(H )

= dΓb(T ) +
1

2

d∑
j=1

ΦS(gj)
2 +

d∑
j=1

PjΦS(gj) +
d∑

j=1

P 2
j

2

を考えよう。物理的にはH = L2(Rd × {1, · · · , d− 1})である。

以下，gj ∈ dom(T 1/2)∩ dom(T−1/2)かつ JTJ = T, Jgj = gj を満たす共役子 J が存
在すると仮定する。
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まず，H(P )の 2次の相互作用の部分

H0 := dΓb(T ) +
1

2

d∑
j=1

ΦS(gj)
2

を考える。これは対相互作用模型の例になっており，仮定から (B1)–(B6)がすべて満た
される。したがって，定理 78より H0 は dom(dΓb(T ))上で自己共役である。また，定
理 79よりFb(H )上のユニタリ作用素 U（もちろんこれは P に無関係）で

UH0U
∗ = dΓb(S) + E, S :=

√√√√T 2 +
d∑

j=1

|T 1/2gj〉〈T 1/2gj |

を満たすものがある。ここに E := tr(S − T )/2。また，今の場合 JY = Y J, JX = XJ

に注意すれば，

UΦS(gj)U
∗ =

1
√
2
(A(X∗gj)−A∗(JY gj)A

∗(X∗gj)−A(JY gj))

=
1
√
2
(A((X∗ − Y ∗)gj) +A∗((X∗ − Y ∗)gj))

= ΦS(S
−1/2T 1/2gj)

である。したがって，上のユニタリ変換によって

UH(P )U∗ = dΓb(S) + ΦS

S−1/2T 1/2
d∑

j=1

Pjgj

+
d∑

j=1

P 2
j

2
+ E.

となる。

↷ ↷↷
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上式の右辺は van-Hove模型なのですでに解析されている。すなわち，
S−1/2T 1/2gj ∈ dom(S−1/2)のとき，UH(P )U∗ は dom(dΓb(S))上で自己共役かつ
下に有界である。条件 S−1/2T 1/2gj ∈ dom(S−1/2)は T 1/2gj ∈ dom(S−1)と同じで

あるが，後で示すように S−1/2T 1/2 は dom(T−1/2)を不変にするので，
gj ∈ dom(T−1/2)からこの条件は成立する。UH(P )U∗ が基底状態を持つための必要十
分条件は

d∑
j=1

S−1/2T 1/2Pjgj ∈ dom(S−1)

だが，これは追加の仮定なしには一般には成立しない。もちろん Pj = 0(j = 1, · · · , d)
なら成立するが。

さて，van-Hove模型の解析から H(P )のスペクトルの下限は

E(P ) := inf σ(H(P ))

= −
1

2

∥∥∥∥∥∥S−1T 1/2
d∑

j=1

Pjgj

∥∥∥∥∥∥
2

+
d∑

j=1

P 2
j

2
+ E.

である。

↷ ↷↷
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より物理的な設定では，gj は偏極ベクトルから作られることを思い出そう。例えば
d = 3では T = |k|, gj(k, λ) = |k|−1/2ρ̂(k)ej(k, λ), λ = 1, 2

e(k, 1) :=
(k2,−k1)√
k21 + k22

, e(k, 2) :=
k

|k|
× e(k, 1)

で ρ̂(k)が球対称関数であるのが普通である。そのような設定では，条件

〈T−1/2gj , T
−1/2gℓ〉 = ‖T−1/2g1‖2δjℓ, j, ℓ = 1, · · · , d (78)

が成り立つことが確かめられる。そこで，いまはこの条件 (78)を仮定しよう。

定理 85

(78)を仮定する。任意の P ∈ Rd に対して H(P )の最低エネルギーは

E(P ) =
1

2(1 + ‖T−1/2g1‖2)

d∑
j=1

P 2
j + E.

となる。さらに次が同値である：

(1) H(P )は基底状態を持つ

(2)
∑d

j=1 Pjgj ∈ dom(T−1)
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証明. A := 1 +
∑d

j=1 |T−1/2gj〉 〈T−1/2gj |とおく。仮定 (78)から

A−1 = 1−
1

1 + ‖T−1/2g1‖2

d∑
j=1

|T−1/2gj〉 〈T−1/2gj | .

である。また，S の定義から S2 = TAT なので S−2 = T−1A−1T−1 が成り立つ。
g :=

∑d
j=1 Pjgj とおくと仮定 (78)から

‖S−1T 1/2g‖2 =
〈
T−1T 1/2g, T−1T 1/2g

〉
−

1

1 + ‖T−1/2g1‖2

d∑
j=1

〈
T−1T 1/2g, T−1/2gj

〉〈
T−1/2gj , T

−1T 1/2g
〉

=
〈
T−1/2g, T−1/2g

〉
−

1

1 + ‖T−1/2g1‖2

d∑
j=1

〈
T−1/2g, T−1/2gj

〉〈
T−1/2gj , T

−1/2g
〉

=
d∑

j=1

P 2
j ‖T−1/2g1‖2 −

1

1 + ‖T−1/2g1‖2

d∑
j=1

P 2
j ‖T−1/2g1‖4

=
d∑

j=1

P 2
j

‖T−1/2g1‖2

1 + ‖T−1/2g1‖2

↷ ↷↷
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E(P ) = −
1

2

∥∥∥S−1T 1/2g
∥∥∥2 +

d∑
j=1

P 2
j

2
+ E

= −
‖T−1/2g‖2

2(1 + ‖T−1/2g1‖2)

d∑
j=1

P 2
j +

d∑
j=1

P 2
j

2
+ E

=
1

2(1 + ‖T−1/2g1‖2)

d∑
j=1

P 2
j + E.

基底状態の存在に関する証明はより技術的なので省略。

上のエネルギーの結果は，荷電粒子が電磁場と相互作用することによって，質量が
1 → 1 + ‖T−1/2g1‖2 と増加することを表している。これについては Hiroshima-Spohn

による先行研究がある。
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数学的準備・自己共役性の証明



まず，２次の生成・消滅作用素を自由場のエネルギーで評価する。

補題 86

T > 0とし，f1, · · · , fn ∈ dom(T−1/2)とする。このとき，

dom(dΓb(T )
n/2) ⊂ dom(A(f1) · · ·A(fn)),

であり， Ψ ∈ dom(dΓb(T )
n/2)に対して評価

‖A(f1) · · ·A(fn)Ψ‖ ≤ ‖T−1/2f1‖ · · · ‖T−1/2fn‖ · ‖dΓb(T )
n/2Ψ‖

が成り立つ。

証明. T が掛け算作用素になるように L2 空間へユニタリ変換すればH = L2(M),

T = Qの場合を示せばよいことがわかる。消滅作用素の核の定義から，
Ψ ∈ dom(dΓb(T )

n/2)と Φ ∈ Fb0 に対して次が成り立つ：

〈A∗(f1) · · ·A∗(fn)Φ,Ψ〉 =
∫
Mn

f1(k1) · · · fn(kn) 〈Φ, A(k1) · · ·A(kn)Ψ〉 dk1 · · · dkn

以下，‖Φ‖ = 1, fj := fj(kj), Q
1/2
j := Q(kj)

1/2, dk := dk1 · · · dkn とする。
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Schwarzの不等式より

| 〈A∗(f1) · · ·A∗(fn)Φ,Ψ〉 |

≤
∫
Mn

|f1 · · · fn| · ‖A(k1) · · ·A(kn)Ψ‖ dk

≤
(∫

Mn

n∏
j=1

|Q−1/2
j fj |2 dk

)1/2(∫
Mn

Q1 · · ·Qn‖A(k1) · · ·A(kn)Ψ‖2 dk
)1/2

≤ ‖Q−1/2f1‖ · · · ‖Q−1/2fn‖
(∫

Mn
Q1 · · ·Qn‖A(k1) · · ·A(kn)Ψ‖2 dk

)1/2

.

一方，消滅作用素の核 A(k)の定義から次を得る：

‖A(k1) · · ·A(kn)Ψ‖2

=

∞∑
N=0

(N + 1)‖(A(k2) · · ·A(kn)Ψ)(N+1)(k1, ·)‖2

=
∞∑

N=0

(N + 1)(N + 2)‖(A(k3) · · ·A(kn)Ψ)(N+2)(k1, k2, ·)‖2

=
∞∑

N=0

(N + 1) · · · (N + n)‖Ψ(N+n)(k1, · · · , kn, ·)‖2

=
∞∑

N=0

(N + 1) · · · (N + n)

∫
MN

dkn+1 · · · dkn+N |Ψ(N+n)(k1, · · · , kN+n)|2.
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したがって，∫
Mn

Q1 · · ·Qn‖A(k1) · · ·A(kn)Ψ‖2 dk

=
∞∑

N=0

∫
MN+n

dk1 · · · dkn+N
(N + n)!

N !
Q1 · · ·Qn|Ψ(N+n)(k1, · · · , kN+n)|2

=
∞∑

N=n

∫
MN

dk1 · · · dkN
N !

(N − n)!
Q1 · · ·Qn|Ψ(N)(k1, · · · , kN )|2

=
∞∑

N=n

∫
MN

dk1 · · · dkN
N∑

j1,··· ,jn=1

♯{j1,··· ,jn}=n

Qj1 · · ·Qjn |Ψ
(N)(k1, · · · , kN )|2, (79)

ここで，最後のステップで Ψ(N) の対称性を使った。n ≥ 2のとき

(79) ≤
∞∑

N=n

∫
MN

dk1 · · · dkN
( N∑

j=1

Q(kj)
)n

|Ψ(N)(k1, · · · , kN )|2

= ‖dΓb(Q)n/2Ψ‖2 <∞.

したがって，すべての Φ ∈ Fb0 と Ψ ∈ dom(dΓb(Q)n/2)に対して

| 〈A∗(f1) · · ·A∗(fj)Φ,Ψ〉 | ≤
j∏

ℓ=1

‖Q−1/2fℓ‖ · ‖Φ‖ · ‖dΓb(Q)j/2Ψ‖, j = 1, 2, · · · , n.

が成り立つ。
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Fb0 は A(f)の芯なので，上で j = 1とおけば Ψ ∈ dom(A(f1))を得る。次の，j = 2

とすれば A(f1)Ψ ∈ dom(A(f2))を得る。したがって，帰納的に
Ψ ∈ dom(A(fn) · · ·A(f1))がしたがう。したがって，

‖A(fn) · · ·A(f1)Ψ‖ = sup
Φ∈Fb0

∥Φ∥=1

| 〈A∗(f1) · · ·A∗(fn)Φ,Ψ〉 |

≤
n∏

ℓ=1

‖Q−1/2fℓ‖ · ‖dΓb(Q)n/2Ψ‖.

が成り立つ。
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補題 87

T > 0とし g ∈ dom(T−1/2)を仮定する。このとき，dom(dΓb(T )) ⊂ dom(ΦS(g)
2)

であり，Ψ ∈ dom(dΓb(T ))に対して次が成り立つ：

1

2
‖ΦS(g)

2Ψ‖ ≤ ‖T−1/2g‖2‖dΓb(T )Ψ‖+ ‖g‖2‖Ψ‖ (80)

証明. この証明中では次のように略記する：

a := A(g), a∗ := A∗(g), c := ‖g‖2, d := ‖T−1/2g‖2, H0 := dΓb(T )

最初に Ψ ∈ Ffin(dom(T ))の場合を考える。三角不等式より

‖ΦS(g)
2Ψ‖2 =

1

4
‖(a2 + a∗a+ aa∗ + a∗2)Ψ‖2

≤ ‖a2Ψ‖2 + ‖a∗aΨ‖2 + ‖aa∗Ψ‖2 + ‖a∗2Ψ‖2.

CCRsと補題 86から

‖a2Ψ‖2 ≤ d2‖H0Ψ‖2,

‖a∗aΨ‖2 = ‖a2Ψ‖2 + c‖aΨ‖2 ≤ d2‖H0Ψ‖2 + cd‖H1/2
0 Ψ‖2
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‖aa∗Ψ‖2 = ‖(a∗a+ c)Ψ‖2 = ‖a∗aΨ‖2 + 2c‖aΨ‖2 + c2‖Ψ‖2

≤ d2‖H0Ψ‖2 + 3cd‖H1/2
0 Ψ‖2 + c2‖Ψ‖2,

‖(a∗)2Ψ‖2 = ‖aa∗Ψ‖2 + c‖a∗Ψ‖2

≤ d2‖H0Ψ‖2 + 3cd‖H1/2
0 Ψ‖2 + c2‖Ψ‖2 + c(d‖H1/2

0 Ψ‖2 + c‖Ψ‖2)

= d2‖H0Ψ‖2 + 4cd‖H1/2
0 Ψ‖2 + 2c2‖Ψ‖2.

こうして，

‖ΦS(g)
2Ψ‖2 ≤ 4d2‖H0Ψ‖2 + 8cd‖H1/2

0 Ψ‖2 + 3c2‖Ψ‖2

≤ ‖(2dH0 + 2c)Ψ‖2,

をえる。不等式 (80)がすべての Ψ ∈ Ffin(dom(T )) に対して成り立つので，極限操作に
より補題がしたがう。
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Heinzの不等式の復習

H 上の自己共役作用素 A,B に対して

A ≤ B
def⇐⇒ dom(B) ⊂ dom(A) かつ 〈f,Af〉 ≤ 〈f,Bf〉 , f ∈ dom(B)

非負の自己共役作用素 A,B に対して

A � B
def⇐⇒ dom(B1/2) ⊂ dom(A1/2) かつ ‖A1/2f‖ ≤ ‖B1/2f‖, f ∈ dom(B1/2)

• A ≤ B なら A � B は簡単に示せるが逆は一般にはいえない。
• A � B なら Ap � Bp が 0 < p ≤ 1に対して成り立つ (Heinzの不等式)。さらに，
A,B が単射であるとき，A � B は B−1 � A−1 と同値である。
次の条件を定義する：

(A1) A,B は単射かつ非負な自己共役作用素
(A2) 定数 c1 > 0, c2 > 0があって c21A

2 ≤ B2 ≤ c22A
2.

補題 88

(A1)と (A2)を仮定する。このとき，任意の 0 < p ≤ 1に対して，以下が成立する：

(1) dom(Ap) = dom(Bp) かつ dom(A−p) = dom(B−p),

(2) dom(BpA−p) = dom(A−p), BpA−p は有界で，cp1 ≤ ‖BpA−p‖ ≤ cp2,

(3) dom(B−pAp) = dom(Ap), B−pAp は有界で， c−p
2 ≤ ‖B−pAp‖ ≤ c−p

1 ,

(4) dom(ApB−p) = dom(B−p), ApB−p は有界で，ApB−p =
(
B−pAp

)∗
,

(5) dom(A−pBp) = dom(Bp), A−pBp は有界で，A−pBp =
(
BpA−p

)∗
. 150/201



定数 D1, D2, D3 を

Dj :=

∞∑
n=1

|λn| · ‖T (j−2)/2gn‖2, j = 1, 2, 3

とおくと，(B3),(B4)からDj <∞ (j = 1, 2, 3)である。さらに補題 87から，すべての
Ψ ∈ dom(dΓb(T ))に対して

1

2

∞∑
n=1

|λn| ·
∥∥ΦS(gn)

2Ψ
∥∥ ≤ D1‖dΓb(T )Ψ‖+D2‖Ψ‖ (81)

である。こうしてハミルトニアン H は dom(dΓb(T ))上で well-definedである（つまり∑
n も収束する）。

命題 89

条件 (B1)–(B4)を仮定する。D1 < 1のとき，H は dom(dΓb(T ))上で自己共役かつ
下に有界であり，dΓb(T )の任意の芯上で本質的に自己共役である。

証明. (81)と Kato-Rellichの定理からしたがう。
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結合定数が正の場合の自己共役性

次に制限D1 < 1を除去し，結合定数が正の場合の自己共役性を証明する。後の応用のた
めに，文字を少し変える。

補題 90

R > 0をH 上の非負かつ単射な自己共役作用素，fn ∈ dom(R1/2) ∩ dom(R−1/2),

n ∈ Nとする。このとき，任意の定数 c > 0と N ∈ Nおよび Ψ ∈ dom(dΓb(R))に対
して，不等式

‖dΓb(R)Ψ‖2 + ‖c
N∑

n=1

ΦS(fn)
2Ψ‖2

≤
∥∥(dΓb(R) + c

N∑
n=1

ΦS(fn)
2
)
Ψ
∥∥2 + c

N∑
n=1

‖R1/2fn‖2‖Ψ‖2 (82)

が成り立つ。さらに，dΓb(R) +
∑N

n=1 ΦS(fn)
2 は dom(dΓb(R))上で自己共役であ

り，dΓb(R)の任意の芯上で本質的に自己共役である。

※不等式 (82)は，調和振動子のハミルトニアン p2 + x2 が dom(p2) ∩ dom(x2)で閉作
用素であることを示すために用いられた関係式の量子場版である。

↷ ↷↷
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補題 90の証明. HI :=
∑N

n=1 ΦS(fn)
2 とおく。不等式 (82)は次と同値である。

−2Re 〈dΓb(R)Ψ, HIΨ〉 ≤
N∑

n=1

‖R1/2fn‖2‖Ψ‖2 (83)

さて，一般に，

AB2 +B2A = [A,B]B +BAB +B[A,B] +BAB

= 2BAB + [[A,B], B]

であるから，Ffin(dom(R))上で

dΓb(R)ΦS(f)
2 +ΦS(f)

2dΓb(R) = 2ΦS(f)dΓb(R)ΦS(f) + [[dΓb(R),ΦS(f)],ΦS(f)]

ここで

[dΓb(R),ΦS(f)] =
1
√
2
(−A(Rf) +A∗(Rf))

[[dΓb(R),ΦS(f)],ΦS(f)] =
1

2
[−A(Rf) +A∗(Rf), A(f) +A∗(f)] = −〈f,Rf〉

= −‖R1/2f‖2

となる。上の交換子の計算では f ∈ dom(R)が仮定されているが，最終的な式には
R1/2f しか現れないので，適切な極限操作によって，これは f ∈ dom(R1/2)に対して正
当化される。

↷ ↷↷
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f → fn としてこれを使い，次を得る。

−2Re
〈
dΓb(R)Ψ,ΦS(fn)

2Ψ
〉
= −2‖dΓb(R)1/2ΦS(fn)Ψ‖2 + ‖R1/2fn‖2‖Ψ‖2 (84)

が示される。上式を得るための交換子の計算は，はじめFfin(dom(R))上の内積で計算
しておき，のちにFfin(dom(R))が dΓb(R),ΦS(fn)

2 の芯であることを使って
Ψ ∈ dom(dΓb(R))の内積まで拡張する。

さて，等式 (84)で nについての和を取り，負の項を落とせば (83)が得られる。した
がって，不等式 (82)が成立する。

次に自己共役性を示す。k ∈ N に対して Hk := dΓb(R) + (2/3)kHI とおく。命題 89

と同様にして，十分大きい k ∈ Nに対して，Hk は dom(dΓb(R))上で自己共役かつ
dΓb(R)の任意の芯上で本質的に自己共役である。式 (82)で c = (2/3)k と置けば，
Ψ ∈ dom(dΓb(R))に対し∥∥∥ 1

2
·
(
2
3

)k
HIΨ

∥∥∥2 ≤ 1
4

∥∥HkΨ
∥∥2 + 1

4
·
(
2
3

)k N∑
n=1

‖R1/2fn‖2‖Ψ‖2

となる。したがって，Kato-Rellichの定理により

Hk + 1
2
·
(
2
3

)k
HI = Hk−1

は dom(dΓb(R))上で自己共役かつ dΓb(R)の任意の芯上で本質的に自己共役である。
これを k 回繰り返すと H0 = dΓb(R) +HI に対する自己共役性が示される。
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定理 78（自己共役性）の証明. まず，0 < ε < 1を条件 (B5)のものとする。条件
(B3)により，N ∈ Nを十分大きく取れば

∞∑
n=N+1

|λn| · ‖T−1/2gn‖2 <
ε

4
(85)

となる。そのような N を固定する。条件 (B5)から

ε ≤ 1 +

∞∑
n=1

λn |T−1/2gn〉 〈T−1/2gn| ≤ 1 +
N∑

n=1

λn |T−1/2gn〉 〈T−1/2gn|+
ε

4

なので (
1−

ε

2

)
+

N∑
n=1

λn |T−1/2gn〉 〈T−1/2gn| ≥ 0 (86)

を得る。まず，ハミルトニアンの相互作用項が有限個の場合の自己共役性を証明する。

部分空間M := L{T−1/2g1, · · · , T−1/2gN}の次元をM とする。
{T−1/2g1, · · · , T−1/2gN}に Gram-Schmidtを適用してできる正規直交系を {ej}Mj=1

で表す。PM をM 上への正射影作用素とする。このとき，PM は
|T−1/2gm〉 〈T−1/2gn| (m,n = 1, · · · , N)の線型結合だから，作用素 T 1/2PMT 1/2 は
dom(T 1/2)上で well-definedかつ有界である。

↷ ↷↷

155/201



そこで，次を定義する。

TM := T 1/2PMT 1/2 =
M∑
j=1

|T 1/2ej〉 〈T 1/2ej | , Tε := T −
(
1−

ε

2

)
TM .

すると TM は有界かつ自己共役であり，Tε は dom(T )上で自己共役。さらに

0 ≤ TM ≤ T,
ε

2
· T ≤ Tε ≤ T.

とくに，Tε は単射で非負な自己共役作用素である。

一般に，B が有界であっても，作用素の等式 dΓb(A+B) 6= dΓb(A) + dΓb(B) は成り
立たない（両辺の定義域が異なるかもしれない）。（以下の部分は 5月 26日に訂正）
しかし，次が成り立つことを示そう：

dΓb(T ) = dΓb(Tε) + (1− ε/2)dΓb(TM ) 作用素の等式 (87)

まず，これはFfin(dom(T ))上では成立する。次に，Φj := ΦS(T
1/2ej)，

Πj := ΦS(iT
1/2ej)とおこう。するとFfin(H )上で

dΓb(TM ) =
M∑
j=1

A∗(T 1/2ej)A(T
1/2ej) =

1

2

M∑
j=1

(
Φ2

j +Π2
j

)
−

1

2

M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2

(88)

が成り立つ。

↷ ↷↷
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次に T 1/2ej は gj 達の線型結合だったことに注意すれば

T 1/2ej = dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2) = dom(T
1/2
ϵ ) ∩ dom(T

−1/2
ϵ ) (89)

である。これと補題 87から dom(dΓb(Tε)) ⊂ dom(Φ2
j ) ∩ dom(Π2

j )。これから，任意の
Ψ ∈ Ffin(H )と Ξ ∈ dom(dΓb(Tε))に対して

〈dΓb(TM )Ψ,Ξ〉 =
〈
Ψ,

1

2

M∑
j=1

(
Φ2

j +Π2
j

)
−

1

2

M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2
Ξ

〉
.

となる。Ffin(H )は dΓb(TM )の芯だったので，dom(dΓb(Tε)) ⊂ dom(dΓb(TM ))で
あり，(88)が dom(dΓb(Tε))上で成り立つ。(89)と補題 90によって，作用素

dΓb(Tε) +
(
1−

ε

2

)1

2

M∑
j=1

(
Φ2

j +Π2
j

)
−

1

2

M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2


= dΓb(Tε) +
(
1−

ε

2

)
dΓb(TM )

は dom(dΓb(Tε))上で自己共役かつ dΓb(Tε)の任意の芯上で本質的に自己共役である。
dom(T ) = dom(Tε)だったのでFfin(dom(T ))は dΓb(T )と dΓb(Tε)の共通の芯であ
る。そして，(87)がFfin(dom(T ))じょうで成り立つことから作用素の等式 (87)が得ら
れる。

↷ ↷↷
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次に

Hfin := dΓb(T ) +
1

2

N∑
n=1

λnΦS(gn)
2 +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2.

の自己共役性を示す。

条件 (B6)から T, gn は J 不変なので，ej は T−1/2g1, · · · , T−1/2gN の実線型結合であ
る。したがって，Jej = ej かつ 〈ej , T−1/2gn〉 ∈ R. こうして ΦS(f)の実線形性から

N∑
n=1

λnΦS(gn)
2 =

N∑
n=1

λn

M∑
j,ℓ=1

〈
ej , T

−1/2gn
〉〈

eℓ, T
−1/2gn

〉
ΦjΦℓ =

M∑
j,ℓ=1

GjℓΦjΦℓ

ここに G :=
∑N

n=1 λn |T−1/2gn〉 〈T−1/2gn|かつ Gjℓ := 〈ej , Geℓ〉.

これと (88)から

(
1−

ε

2

)
dΓb(TM ) +

1

2

N∑
n=1

λnΦS(gn)
2 +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2

=
1

2

M∑
j,ℓ=1

[(
1−

ε

2

)
δjℓ +Gjℓ

]
ΦjΦℓ +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

Π2
j (90)

がFfin(H )上で成り立つ。

↷ ↷↷
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(86)から，行列 ((1− ε/2)δjℓ +Gjℓ)j,ℓ は非負な実対称行列である。したがって，これ
を直交行列で対角化することで，(90)の右辺を

1

2

M∑
j,ℓ=1

[(
1−

ε

2

)
δjℓ +Gjℓ

]
ΦjΦℓ +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

Π2
j =

2M∑
j=1

ΦS(fj)
2

と書き表すことができる，ここに fj は T 1/2e1, · · · , T 1/2eM の複素線型結合である。

Heinzの不等式から，gn, fj は dom(T
1/2
ε ) ∩ dom(T

−1/2
ε )の元でもあり，

(
1−

ε

2

)
dΓb(TM ) +

1

2

N∑
n=1

λnΦS(gn)
2 +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2 =
2M∑
j=1

ΦS(fj)
2

が dom(dΓb(Tε))上で成り立つ。

↷ ↷↷
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こうして，補題 90から

Hfin = dΓb(Tε) +
(
1−

ε

2

)
dΓb(TM ) +

1

2

N∑
n=1

λnΦS(gn)
2 +

1

2

(
1−

ε

2

) M∑
j=1

‖T 1/2ej‖2

= dΓb(Tε) +
2M∑
j=1

ΦS(fj)
2

は dom(dΓb(Tε)) = dom(dΓb(T ))上で s.a.かつ下に有界となる。さらに，任意の
Ψ ∈ dom(dΓb(Tε))に対し

‖dΓb(Tε)Ψ‖2 ≤ ‖HfinΨ‖2 +
2M∑
j=1

‖T 1/2
ε fj‖2‖Ψ‖2. (91)

↷ ↷↷
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最後に H の自己共役性を示す。Heinzの不等式と補題 88より

‖T−1/2
ε T 1/2‖2 ≤

2

ε
. (92)

がいえる。

(85), (92), (91)と補題 87から，Ψ ∈ dom(dΓb(Tε))に対し

1

2

∞∑
n=N+1

|λn| · ‖ΦS(gn)
2Ψ‖

≤
∞∑

n=N+1

|λn| · ‖T−1/2
ε gn‖2‖dΓb(Tε)Ψ‖+

∞∑
n=N+1

‖gn‖2‖Ψ‖

≤
1

2
‖HfinΨ‖+

1

2

√√√√2M∑
j=1

‖T 1/2
ε fj‖2 +

∞∑
n=N+1

‖gn‖2
 ‖Ψ‖.

こうして，Kato-Rellichの定理を適用することで H は dom(dΓb(T ))上で自己共役かつ
下に有界，さらに dΓb(T )の任意の芯上で本質的となる。 （証明終）
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定理 79の証明のための準備：Part１



Bogoliubov変換による対角化の一般論

S(X,Y ) ∈ Spは次を満たす作用素であった

X∗X − Y ∗Y = 1, X∗JY J − Y ∗JXJ = 0

XX∗ − JY Y ∗J = 1, −XY ∗ + JY X∗J = 0

ここから定義される消滅作用素

B(f) := A(Xf) +A∗(JY f).

に対応する場の作用素

ϕ(f) :=
1
√
2
(B(f) +B∗(f)), f ∈ H ,

で定義すると，これらはWeyl型 CCR

eiϕ(f)eiϕ(h) = e−iIm⟨f,h⟩/2eiϕ(f+h), f, h ∈ H .

を満たす。実線形作用素 F を

F (f) := Xf + JY f, f ∈ H .

で定義すると，ϕ(f) = ΦS(Xf + JY f) = ΦS(F (f))と表すこともできる。
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補題 91

写像H 3 f 7→ F (f) = Xf + JY f ∈ H は全単射，連続，実線形。

証明. F が連続，実線形であることは明らかなので全単射であることを示す。
G(f) := X∗f − Y ∗Jf とおくと，

(G ◦ F )(f) = X∗F (f)− Y ∗JF (f) = X∗(Xf + JY f)− Y ∗J(Xf + JY f)

= (X∗X − Y ∗Y )f + (X∗JY J − Y ∗JXJ)Jf = f,

逆に，

(F ◦G)(f) = XG(f) + JY G(f) = X(X∗f − Y ∗Jf) + JY (X∗f − Y ∗Jf)

= (XX∗ − JY Y ∗J)f + (−XY ∗ + JY X∗J)Jf = f.

したがって，F は全単射。

補題 92

D を任意のH の稠密な部分空間とする。このとき，{eiϕ(f) | f ∈ D}は既約。

証明. 補題 91から {Xf + JY f | f ∈ D}はH で稠密。したがって，

{eiϕ(f) | f ∈ D} = {eiΦS(Xf+JY f) | f ∈ D}

は既約。
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Bogoliubov変換による対角化の条件

次に Y は Hilbert-Schmidtであると仮定する。このとき，Fb(H )上のユニタリ作用
素 U で

UB(f)U∗ = A(f), f ∈ H .

となるものが存在する。したがって，

Uϕ(f)U∗ = ΦS(f), f ∈ H .

も成立する。

定理 93

H をFb(H )上の自己共役作用素，S をH 上の自己共役作用素とする。H のある稠
密な部分空間 D 上で

eitHϕ(f)e−itH = ϕ(eitSf), t ∈ R, f ∈ D . (93)

が成り立つとする。このとき，ある実定数 E が存在して UHU∗ = dΓb(S) + E.

証明は次ページ

↷ ↷↷
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証明. t ∈ Rを固定する。まず，e−itHU∗Ωと U∗Ωが一次従属であることを示す。A
を {eiϕ(f) | f ∈ D}の線形包とする。f ∈ D に対して

〈e−itHU∗Ω, eiϕ(f)e−itHU∗Ω〉 = 〈U∗Ω, eitHeiϕ(f)e−itHU∗Ω〉

= 〈U∗Ω, eiϕ(e
itSf)U∗Ω〉 = 〈Ω, Ueiϕ(e

itSf)U∗Ω〉 = 〈Ω, eiΦS(e
itSf)Ω〉

= e−∥f∥2/4 = 〈Ω, eiΦS(f)Ω〉 = 〈Ω, Ueiϕ(f)U∗Ω〉 = 〈U∗Ω, eiϕ(f)U∗Ω〉.

線形性からすべての x ∈ Aに対して

〈e−itHU∗Ω, xe−itHU∗Ω〉 = 〈U∗Ω, xU∗Ω〉. (94)

CCRによって Aは単位的 ∗代数である。補題 92から {eiϕ(f) | f ∈ D}は規約なので，
フォン・ノイマンの bicommutant theoremより Aは B(Fb(H ))で弱稠密である。こ
うして等式 (94)は任意の x ∈ B(Fb(H ))に拡張される。そこで x = |U∗Ω〉〈U∗Ω|とお
けば |〈e−itHU∗Ω, U∗Ω〉| = 1を得る。Schwarzの不等式の等号成立条件から単位ベク
トル e−itHU∗Ωと U∗Ωは線形従属である。したがって，線形従属性から複素数 c(t)で
e−itHU∗Ω = c(t)U∗Ωとなるものが存在する。このとき |c(t)| = 1である。

↷ ↷↷
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写像 t 7→ e−itH は連続で群準同型なので t 7→ c(t)も同様である。したがって，実定数 E

が存在して
c(t) = e−itE , t ∈ R.

次に UHU∗ = dΓb(S) + E を示す。t ∈ Rと f ∈ D を任意に取る。このとき

UeitHeiϕ(f)U∗Ω = UeitHeiϕ(f)e−itH · eitHU∗Ω = Ueiϕ(e
itSf) · eitEU∗Ω

= eitEeiΦS(e
itSf)Ω = eitEeitdΓb(S)eiΦS(f)Ω = eit(dΓb(S)+E)eiΦS(f)Ω.

一方
UeitHeiϕ(f)U∗Ω = UeitHU∗ · Ueiϕ(f)U∗Ω = eitUHU∗

eiΦS(f)Ω.

である。{eiΦS(f)Ω | f ∈ D}の線形包はFb(H )で稠密なので UHU∗ = dΓb(S) + E

が成り立つ。
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定理 93と同じ設定のもとで H の基底状態エネルギー E に関して次が成り立つ。

命題 94 (基底状態エネルギーの表現)

S は非負かつ Ω ∈ dom(H)と仮定する。このとき，Y S1/2 は Hilbert-Schmidtであり

E = 〈Ω, HΩ〉 − ‖Y S1/2‖2HS,

証明. 定理 93から H = U∗dΓb(S)U + E である。また，Ω ∈ dom(H)から
UΩ ∈ dom(dΓb(S))であり，

E = 〈Ω, HΩ〉 − 〈UΩ, dΓb(S)UΩ〉 .

S は非負なので，任意の ONB {en}n ⊂ dom(S)に対して

〈UΩ, dΓb(S)UΩ〉 =
∞∑

n=1

‖A(S1/2en)UΩ‖2. (95)

U で A(f)を B(f)に変えると

‖A(S1/2en)UΩ‖ = ‖B(S1/2en)Ω‖ = ‖A∗(JY S1/2en)Ω‖ = ‖JY S1/2en‖

= ‖Y S1/2en‖

となる。(95)の右辺は収束することから
∑

n ‖Y S1/2en‖2 <∞である。したがって，

Y S1/2 は Hilbert-Schmidtであり

〈UΩ, dΓb(S)UΩ〉 = ‖Y S1/2‖2HS
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次に定理 93の仮定 (93)が成り立つための十分条件を与える。稠密に定義された閉作用
素 A,B に対して，2次形式を次で定義する：

〈Φ, [A,B]wΨ〉 := 〈A∗Φ, BΨ〉 − 〈B∗Φ, AΨ〉 ,

Φ ∈ dom(A∗) ∩ dom(B∗), Ψ ∈ dom(A) ∩ dom(B)

定理 95

H をFb(H )上の自己共役作用素，S をH 上の非負かつ単射な自己共役作用素とす
る。以下の条件を仮定する：

(i) 稠密な部分空間 D1 ⊂ H があってFfin(D1) ⊂ dom(H).

(ii) dom(H) ⊂ dom(dΓb(S)
1/2)

(iii) 稠密な部分空間 D ⊂ dom(S)があって，eitSD ⊂ D (t ∈ R)かつ
F (f), F (Sf) ∈ dom(S−1/2)がすべての f ∈ D に対して成り立つ。

(iv) すべての f ∈ D に対して limε→0 ‖S−1/2F
((

eiεS−1
ε

− iS
)
f
)
‖ = 0.

(v) For all f ∈ D and Ψ,Φ ∈ dom(H),

〈Φ, [H,B(f)]wΨ〉 = −〈Φ, B(Sf)Ψ〉 , (96)

〈Φ, [H,B∗(f)]wΨ〉 = 〈Φ, B∗(Sf)Ψ〉 . (97)

このとき，

eitHϕ(f)e−itH = ϕ(eitSf), t ∈ R, f ∈ D . (98)
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証明. f ∈ D とする。条件 (iii)から F (f), F (if) ∈ dom(S−1/2)だから

dom(H) ⊂ dom(dΓb(S)
1/2) ⊂ dom(B(f)) ∩ dom(B∗(f)) (99)

が成り立つ。同様に，条件 (iii)から F (Sf) ∈ dom(S−1/2)であり，

dom(H) ⊂ dom(dΓb(S)
1/2) ⊂ dom(B(Sf)) ∩ dom(B∗(Sf)) (100)

が成り立つ。したがって，式 (96)，(97)の両辺は Ψ,Φ ∈ dom(H)に対してちゃんと定
義されている。

Ψ,Φ ∈ dom(H)とし，ft := e−itSf and Ψt := e−itHΨ, Φt := e−itHΦ とおく。この
とき，条件 (iii)から ft ∈ D，また eitH は H の定義域を変えないので
Ψt,Φt ∈ dom(H)である。次に関数

X(t) := 〈Φt, ϕ(ft)Ψt〉

が tについて微分可能であり

X′(t) = i 〈Φt, [H,ϕ(ft)]wΨt〉 − 〈Φt, ϕ(iSft)Ψt〉 . (101)

であることを示す。そのために，差分を取らないといけないので次を定義する：

∆εΨ := ε−1(Ψt+ε −Ψt), ∆εΦ := ε−1(Φt+ε − Φt), ∆εf := ε−1(ft+ε − ft).

↷ ↷↷
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このとき，

X(t+ ε)−X(t)

ε
= 〈∆εΦ, ϕ(ft+ε)Ψt+ε〉+ 〈ϕ(∆εf)Φt,Ψt+ε〉+ 〈ϕ(ft)Φt,∆εΨ〉 .

Ψt ∈ dom(H)なので強収束 ∆εΨ → −iHΨt (ε→ 0)がいえる。まず

lim
ε→0

〈ϕ(ft)Φt,∆εΨ〉 = 〈ϕ(ft)Φt,−iHΨt〉 (102)

を得る。次に，標準的な評価式

‖ϕ(g)Ξ‖ ≤ 2‖S−1/2F (g)‖‖dΓb(S)
1/2Ξ‖+ ‖F (g)‖‖Ξ‖,

g ∈ D , Ξ ∈ dom(dΓb(S)
1/2). (103)

を使う。条件 (ii)と閉グラフ定理から，定数 C1, C2 > 0で次を満たすものが存在する

‖dΓb(S)
1/2Ξ‖ ≤ C1‖HΞ‖+ C2‖Ξ‖, Ξ ∈ dom(H). (104)

(103)と (104)から

‖ϕ(ft+ε)Ψt+ε − ϕ(ft)Ψt‖

≤ ‖ϕ(ft+ε − ft)Ψt+ε‖+ ‖ϕ(ft)(Ψt+ε −Ψt)‖

≤ C‖S−1/2F (ft+ε − ft)‖(‖HΨt+ε‖+ ‖Ψt+ε‖) + C‖F (ft+ε − ft)‖‖Ψt+ε‖

+ C‖S−1/2F (ft)‖(‖H(Ψt+ε −Ψt)‖+ ‖Ψt+ε −Ψt‖) + C‖F (ft)‖‖Ψt+ε −Ψt‖

= C‖S−1/2F (ft+ε − ft)‖(‖HΨ‖+ ‖Ψ‖) + C‖F (ft+ε − ft)‖‖Ψ‖

+ C‖S−1/2F (ft)‖(‖H(Ψε −Ψ)‖+ ‖Ψε −Ψ‖) + C‖F (ft)‖‖Ψε −Ψ‖

が，適当な定数 C > 0に対して成り立つ。

↷ ↷↷
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条件 (iv)から ‖S−1/2F (ft+ε − ft)‖ (ε→ 0)なのだから，
‖ϕ(ft+ε)Ψt+ε − ϕ(ft)Ψt‖ → 0 (ε→ 0) がいえる。こうして

lim
ε→0

〈∆εΦ, ϕ(ft+ε)Ψt+ε〉 = 〈−iHΦt, ϕ(ft)Ψt〉 . (105)

条件 (iv)から S−1/2F (∆εf + iSft) → 0 (ε→ 0)であり，これと (103)から

lim
ε→0

〈ϕ(∆εf)Φt,Ψt+ε〉 = −〈ϕ(iSft)Φt,Ψt〉 = −〈Φt, ϕ(iSft)Ψt〉 (106)

が示される。以上，(102)，(105)，(106)から X(t)は tについて微分可能で (101)が成
り立つことが示される。

条件 (96) and (97)から

X′(t) =
i

√
2
〈Φt, [H,B(ft) +B∗(ft)]wΨt〉 −

1
√
2
〈Φt, (B(iSft) +B∗(iSft))Ψt〉

=
i

√
2
〈Φt, (B(−Sft) +B∗(Sft))Ψt〉 −

1
√
2
〈Φt, (B(iSft) +B∗(iSft))Ψt〉

= 0.

である。こうして，すべての tで X(t) = X(0)となる。つまり〈
e−itHΦ, ϕ(e−itSf)e−itHΨ

〉
= 〈Φ, ϕ(f)Ψ〉

がすべての f ∈ D , Ψ,Φ ∈ dom(H)に対して成り立りたつ。

↷ ↷↷
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このことは

eitHϕ(f)e−itH
∣∣∣
dom(H)

= ϕ(eitSf)
∣∣∣
dom(H)

(107)

を意味する。

D1 は稠密だったので，ϕ(f)はFfin(D1)上で本質的に自己共役である。
Ffin(D1) ⊂ dom(H)だから，dom(H)は ϕ(f) (f ∈ D)の芯であることがわかる。

したがって，(107)の両辺の平方をとることで (98)を得る。
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定理 79の証明のための準備：Part２



以下のような一般的な条件を考える：

(A1) S, T はH 上の単射で非負な自己共役作用素。

(A2) 正定数 c1 > 0, c2 > 0があって c21S
2 ≤ T 2 ≤ c22S

2.

Heinzの不等式の帰結を再度述べる：

補題 96

(A1), (A2)を仮定する。このとき，任意の 0 < p ≤ 1に対して以下が成り立つ：

(1) dom(Sp) = dom(T p)かつ dom(S−p) = dom(T−p),

(2) dom(T pS−p) = dom(S−p)であり，T pS−p は有界で cp1 ≤ ‖T pS−p‖ ≤ cp2

(3) dom(T−pSp) = dom(Sp)であり，T−pSp は有界で c−p
2 ≤ ‖T−pSp‖ ≤ c−p

1

(4) dom(SpT−p) = dom(T−p)であり，SpT−p は有界で SpT−p =
(
T−pSp

)∗
(5) dom(S−pT p) = dom(T p)であり，S−pT p は有界で S−pT p =

(
T pS−p

)∗
.
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さらに，上の補題や Heinzの不等式から次を確認することができる：

補題 97

(A1)と (A2)を仮定する。このとき，作用素

T−1/2S1/2, T 1/2S−1/2, S−1/2T 1/2, S1/2T−1/2

の定義域は dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)を含み，そして dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)は
それらの作用素で不変である。

※ dom(S1/2) = dom(T 1/2), dom(T−1/2) = dom(S−1/2)に注意。
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補題 98

(A1), (A2)を仮定する。X,Y ∈ B(H )を

X := 1
2

(
T−1/2S1/2 + T 1/2S−1/2

)
, Y := 1

2

(
T−1/2S1/2 − T 1/2S−1/2

)
.

で定義すると

X∗ = 1
2

(
S1/2T−1/2 + S−1/2T 1/2

)
, Y ∗ = 1

2

(
S1/2T−1/2 − S−1/2T 1/2

)
.

である。また X,Y,X∗, Y ∗ は dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)を不変にする。さらに次の
等式が成り立つ。

X∗X − Y ∗Y = 1, X∗Y − Y ∗X = 0,

XX∗ − Y Y ∗ = 1, −XY ∗ + Y X∗ = 0.

証明. X,Y が有界作用素であること，及び X∗, Y ∗ 形は補題 96の帰結である。定義域
の不変性は補題 97から直ちにわかる。最後の代数的関係を示す。
f ∈ dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)とする。補題 97から，閉包を外して計算してよいので

(X∗X − Y ∗Y )f = 1
4

(
S1/2T−1S1/2f + f + f + S−1/2TS−1/2f

)
− 1

4

(
S1/2T−1S1/2f − f − f + S−1/2TS−1/2f

)
= f.

極限操作で定義域を拡張すれば X∗X − Y ∗Y = 1を得る。他の式も同様 175/201



次の条件を仮定する：

(A3)
(
ST−1

)∗ (
ST−1

)
− 1はトレース型作用素

補題 99

(A1)–(A3)を仮定する。X,Y を補題 98で定義されたものとする。このとき，Y は
Hilbert-Schmidt作用素である。

証明. {fm}m を dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)に含まれるH の ONBとする。補題 97

と補題 98から

4〈fm, Y ∗Y fm〉 = 〈fm, S1/2(T−1 − S−1)S1/2fm〉+ 〈fm, S−1/2(T − S)S−1/2fm〉.

である。Y が Hilbert-Schmidtであることを示すためには∑
m

∣∣∣ 〈fm, S1/2(T−1 − S−1)S1/2fm
〉 ∣∣∣+∑

m

∣∣∣〈fm, S−1/2(T − S)S−1/2fm〉
∣∣∣ <∞.

を示せばよい。上式左辺の第 1式を評価する。公式 T−1 = 2
π

∫
R>0

(T 2 + t2)−1 dtから

〈fm, S1/2(T−1 − S−1)S1/2fm〉 = 〈S1/2fm, (T
−1 − S−1)S1/2fm〉

=
2

π

∫
R>0

〈S1/2fm, (T
2 + t2)−1S1/2fm − (S2 + t2)−1S1/2fm〉 dt

となる。

↷ ↷↷
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任意の h ∈ H に対して，定義域に注意しながら式変形する：

〈h, (T 2 + t2)−1h− (S2 + t2)−1h〉

=
〈
h, T (T 2 + t2)−1 ·

{(
ST−1

)∗ (
ST−1

)
− 1
}
· T (S2 + t2)−1h

〉
次に，仮定からH の ONB {en}n と実数列 {λn}n があって(

ST−1
)∗ (

ST−1
)
− 1 =

∑
n

λn|en〉〈en|.

とできる。また
∑

n |λn| <∞である。これを使えば，上式は

=
∑
n

λn〈h, T (T 2 + t2)−1en〉〈en, T (S2 + t2)−1h〉

=
∑
n

λn〈h, T (T 2 + t2)−1en〉〈S(S2 + t2)−1S−1Ten, h〉.

以上合わせると〈
fm, S

1/2(T−1 − S−1)S1/2fm
〉

=
2

π

∫
R>0

∑
n

λn〈S1/2fm, T (T
2 + t2)−1en〉〈S(S2 + t2)−1S−1Ten, S

1/2fm〉 dt

↷ ↷↷
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Schwarzの不等式を使い∑
m

∣∣∣ 〈fm, S1/2(T−1 − S−1)S1/2fm
〉 ∣∣∣

≤
2

π

∑
m

∫
R>0

∑
n

∣∣λn〈S1/2fm, T (T
2 + t2)−1en〉〈S(S2 + t2)−1S−1Ten, S

1/2fm〉
∣∣dt

≤
2

π

(∑
m

∫
R>0

∑
n

|λn| ·
∣∣∣〈S1/2fm, T (T

2 + t2)−1en〉
∣∣∣2 dt)1/2

×
(∑

m

∫
R>0

∑
n

|λn| ·
∣∣∣〈S(S2 + t2)−1S−1Ten, S

1/2fm〉
∣∣∣2 dt)1/2

=
2

π

(∫
R>0

∑
n

|λn| ·
∥∥∥S1/2T−1/2 · T 3/2(T 2 + t2)−1en

∥∥∥2dt)1/2

×
(∫

R>0

∑
n

|λn| ·
∥∥∥S3/2(S2 + t2)−1 · S−1Ten

∥∥∥2 dt)1/2

.
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任意の h ∈ H に対し，公式∫
R>0

∥∥∥T 3/2(T 2 + t2)−1h
∥∥∥2 dt = ∫

R>0

∫
R>0

λ3

(λ2 + t2)2
d‖ET (λ)h‖2 dt

=

∫
R>0

∫
R>0

λ3

(λ2 + t2)2
dt d‖ET (λ)h‖2

=
π

4
‖h‖2

が成り立つことに注意する（T → S とした式も成立）。

したがって∑
m

∣∣∣〈fm, S1/2(T−1 − S−1)S1/2fm〉
∣∣∣ ≤ 1

2
‖S1/2T−1/2‖ · ‖S−1T‖

∑
n

|λn| <∞.

同様にして ∑
m

∣∣∣〈fm, S−1/2(T − S)S−1/2fm
〉∣∣∣ <∞

も示すことができる。
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X,Y の構成に使う一般的な定理

条件 (A4)を次で定義する。

(A4) H 上の共役子 J で SJ = JS と TJ = JT を満たすものが存在する。

上の補題から次の結果が直ちに示される：

定理 100

(A1)–(A4)を仮定する。補題 98によって定義されるX と Y は S(X,Y ) ∈ Spであり
Y は Hilbert-Schmidt
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定理 79の証明のための準備：Part３



ここからは定理 79の証明に向けてより具体的な解析を行う。

まずは条件 (B1)–(B5)を仮定する。H 上の作用素

W :=
∞∑

n=1

λn |T 1/2gn〉〈T 1/2gn| .

hp := T 2 +W.

を定義する。条件からW はトレース型作用素である。

補題 101

(B1)–(B5)を仮定し，定数 ε > 0を (B5)のものとする。このとき，作用素の不等式

c21hp ≤ T 2 ≤ c22hp

が成り立つ。ここに c1 := (1 +D1)−1/2, c2 := ε−1/2 である。

証明. v ∈ dom(T 2)に対して

〈v, hpv〉 =
〈
v, T 2v

〉
+
〈
Tv, T−1WT−1Tv

〉
≤
〈
v, T 2v

〉
+

∞∑
n=1

|λn|‖T−1/2gn‖2‖Tv‖2

= (1 +D1)
〈
v, T 2v

〉
,

これは c21hp ≤ T 2 を意味する。

↷ ↷↷
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(B5)から T−1WT−1 ≥ ε− 1である。したがって

〈v, hpv〉 ≥
〈
v, T 2v

〉
+ 〈Tv, (ε− 1)Tv〉 =

〈
v, εT 2v

〉
,

これは c22hp ≥ T 2 を意味する。

上の補題から hp > 0となり

S := h
1/2
p =

(
T 2 +

∞∑
n=1

λn |T 1/2gn〉〈T 1/2gn|
)1/2

.

が定義できる。

補題 102

(B1)–(B6)を仮定する。このとき，S と T は条件 (A1)–(A4)を満たす。したがって，
補題 98によって定義される X, Y は S(X,Y ) ∈ Sp であり Y は Hilbert-Schmidtで
ある。

証明. T > 0なので補題 101から (A1)と (A2)が従う。条件 (B6)から JWJ =W で
ある。したがって，S も J と可換となり (A4)がしたがう。あとは (A3)を確認すればよ

い。L :=
(
ST−1

)∗ (
ST−1

)
− 1と置こう。このとき

L ⊃ T−1S2T−1 − 1 = T−1(T 2 +W )T−1 − 1 = T−1WT−1
∣∣
dom(T )∩dom(T−1)

.

この右辺の閉包はトレース型作用素なので Lもそうである。したがって，(A3)が成り立
つ。
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(B3)と (B4)から次の作用素は有界である

W0 := T−1/2WT−1/2 =
∞∑

n=1

λn |gn〉〈gn| ,

次の補題が後に交換関係を計算する際の鍵になる。

補題 103

(B1)–(B6)を仮定する。このとき，X dom(T ) ⊂ dom(T )かつ Y dom(T ) ⊂ dom(T )

であり，dom(T )上で次が成立する

TX = XS −
1

2
W0(X − Y ),

TY = −Y S +
1

2
W0(X − Y )

証明. dom(T 2) = dom(S2)であり，Heinzの不等式 (補題 96) から
dom(T p) = dom(Sp)がすべての |p| ≤ 1について成り立つ。
v ∈ dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)に対して S−1/2v ∈ dom(S) = dom(T )である。補題
98から Xv ∈ dom(T 1/2) ∩ dom(T−1/2)である。

↷ ↷↷
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すべての u ∈ dom(T 2) ∩ dom(T−1/2)と v ∈ dom(T ) ∩ dom(T−1/2)に対して

2 〈Tu,Xv〉 =
〈
Tu, (T−1/2S1/2 + T 1/2S−1/2)v

〉
=
〈
T 1/2u, S1/2v

〉
+
〈
T 2T−1/2u, S−1/2v

〉
=
〈
T 1/2u, S1/2v

〉
+
〈
(S2 −W )T−1/2u, S−1/2v

〉
=
〈
u, T 1/2S−1/2Sv

〉
+
〈
S1/2T−1/2u, Sv

〉
−
〈
WT−1/2u, S−1/2v

〉
=
〈
u,
(
T 1/2S−1/2 + T−1/2S1/2

)
Sv
〉
−
〈
WT−1/2u, S−1/2v

〉
= 〈u, 2XSv〉 −

〈
u,W0T

1/2S−1/2v
〉

= 〈u, 2XSv〉 − 〈u,W0(X − Y )v〉 .

ここで dom(T 2) ∩ dom(T−1/2)は T の芯なので，Xv ∈ dom(T )かつ

TXv = XSv −
1

2
W0(X − Y )v. (108)

が成り立つ。任意の v ∈ dom(T )に対して，列 vn ∈ dom(T 2) ∩ dom(T−1/2)が存在し
て，vn → v かつ Tvn → Tv (n→ ∞)である。このとき，Svn → Sv なので，した
がって，(108)から Xvn は Cauchy列である。こうして，Xvn → Xv ∈ dom(T )かつ
(108)がすべての v ∈ dom(T )に対して成り立つ。同様にして Y v ∈ dom(T )であり
TY v = −Y Sv + (1/2)W0(X − Y )となることも示される。
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定理 79の証明



まずは，対角化の証明をし，その後，基底状態の表示を示す。

定理 79の証明（対角化パート）
対角化を証明するためには，定理 95の条件 (i)–(v)を確認すればよい。そうすれば，定
理 93から H が対角化されることが示される。

次を定義する：

D1 := dom(T ).

このとき，D1 は稠密である。自己共役性（定理 78）から，dom(H) = dom(dΓb(T ))で
あり，dom(H)はFfin(dom(T )) を含む。したがって，条件 (i)が成り立つ。

補題 101から c21S
2 � T 2 � c22S

2 となるので，c21
(
S(n)

)2 �
(
T (n)

)2 � c22
(
S(n)

)2
, こ

れは dom(dΓb(T )) = dom(dΓb(S))を導く。こうして，dom(H) ⊂ dom(dΓb(S)
1/2)

となり (ii)が成り立つことがわかった。

次に (iii)を示す。そのためにまず

D := dom(S2) ∩ dom(S−1/2)

と定義する。明らかに D ⊂ dom(S)かつ eitSD = D (t ∈ R). 任意の f ∈ D に対して
f, Sf ∈ dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)である。補題 98から，X,Y は
dom(S1/2) ∩ dom(S−1/2)を不変にするので，F (f) = Xf + JY f に注意すれば
F (f), F (Sf) ∈ dom(S−1/2)。こうして (iii)が成り立つ。
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次に (iv)を示す。f ∈ D に対して

‖S−1/2X(ε−1(eiεS−1)−iS)f‖ ≤ ‖S−1/2XS1/2‖ · ‖(ε−1(eiεS−1)−iS)S−1/2f‖.

S−1/2f ∈ dom(S)だったので，右辺は ε→ 0のとき 0に収束する。同様に

‖S−1/2JY (ε−1(eiεS−1)−iS)f‖ ≤ ‖S−1/2Y S1/2‖·‖(ε−1(eiεS−1)−iS)S−1/2f‖

→ 0 (ε→ 0)

がいえる。したがって，(iv)が成り立つ。

最後に，残る条件 (v)を確認する。f ∈ D とする。補題 103から Xf, Y f ∈ dom(T )が
いえるので，Ψ ∈ Ffin(dom(T 2))に対して

B(f)Ψ, B∗(f)Ψ ∈ Ffin(dom(T )) ⊂ dom(H)

である。このことに注意しながら，交換子を計算し，次を示す：

〈Φ, [H,B(f)]Ψ〉 = 〈Φ,−B(Sf)Ψ〉, Φ,Ψ ∈ Ffin(dom(T 2)).

まず，

[dΓb(T ), B(f)] = [dΓb(T ), A(Xf) +A∗(JY f)] = A(−TXf) +A∗(TJY f)

がFfin(dom(T 2))上で成り立つ。

↷ ↷↷
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補題 103から

A(−TXf) = −A(XSf) + 1
2
A(W0(X − Y )f),

A∗(TJY f) = A∗(TY Jf) = −A∗(Y SJf) + 1
2
A∗(W0(X − Y )Jf)

となるので

[dΓb(T ), B(f)] = −B(Sf) +
1

2
A(W0(X − Y )f) + 1

2
A∗(W0(X − Y )Jf)

がFfin(dom(T 2))上で成り立つ。一方，Ffin(dom(T 2))上で次のように計算できる：

1

2

∞∑
n=1

λn[ΦS(gn)
2, B(f)]

=
1

2

∞∑
n=1

λn[ΦS(gn)
2, A(Xf) +A∗(JY f)]

=

√
2

2

∞∑
n=1

λn
(
− 〈Xf, gn〉ΦS(gn) + 〈gn, JY f〉ΦS(gn)

)
=

√
2

2

∞∑
n=1

λn
(
− 〈Xf, gn〉ΦS(gn) + 〈Y f, Jgn〉ΦS(gn)

)
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= −
1

2

∞∑
n=1

λn 〈(X − Y )f, gn〉 (A(gn) +A∗(gn))

= −
1

2

∞∑
n=1

λn
(
A(〈gn, (X − Y )f〉 gn) +A∗(〈gn, (X − Y )Jf〉 gn)

)
= −

1

2
A(W0(X − Y )f)−

1

2
A∗(W0(X − Y )Jf)

こうして，

〈Φ, [H,B(f)]Ψ〉 = −〈Φ, B(Sf)Ψ〉 , Φ,Ψ ∈ Ffin(dom(T 2)).

を得ることができた。同様にして

〈Φ, [H,B∗(f)]Ψ〉 = 〈Φ, B∗(Sf)Ψ〉 , Φ,Ψ ∈ Ffin(dom(T 2)).

も示せる。定義域に関する事実 (99), (100)と閉グラフ定理に注意して適当に極限を取れ
ば簡単な極限の議論を行えば，上の２つの式は（交換子を弱交換子にしたいみで）
dom(H)まで拡張できる。つまり，条件 (v)が成り立つ。

ここまでで定理 95のすべての条件 (i)–(v)を確認することができたので，定理の結果と
して，定理 93の条件が成り立つ。したがって，ある定数 E が存在して
UHU∗ = dΓb(S) + E となる。
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基底状態エネルギーの計算のための準備

補題 104

(B1)–(B6)を仮定する。このとき，任意の −1/2 ≤ p, q ≤ 1/2を満たす p, q に対して
T p(S − T )T q は稠密に定義された有界作用素であり，T p(S − T )T q はトレース型作用
素である。

証明. p = q = 1の場合だけ示す。他も同様である。公式 S = 2
π

∫∞
0 (S2 + t2)−1t2dt

を使う。u, v ∈ dom(T 2) ∩ dom(T−1/2)に対して

| 〈u, (S − T )v〉 |

≤
2

π

∫ ∞

0

∣∣ 〈u, ((T 2 + t2)−1 − (S2 + t2)−1)v
〉 ∣∣t2dt

=
2

π

∫ ∞

0

∣∣ 〈u, (T 2 + t2)−1W (S2 + t2)−1v
〉 ∣∣t2dt

=
2

π

∫ ∞

0

∣∣ 〈T 1/2(T 2 + t2)−1u, T−1/2WS−1/2S1/2(S2 + t2)−1v
〉 ∣∣t2dt

≤
2

π
‖T−1/2WS−1/2‖

∫ ∞

0
‖T 1/2(T 2 + t2)−1u‖‖S1/2(S2 + t2)−1v‖t2dt

≤
1

2
‖T−1/2WS−1/2‖‖u‖‖v‖,

ここで，
∫∞
0 ‖T 1/2(T 2 + t2)−1u‖2t2dt = (π/4)‖u‖2 を使った。

↷ ↷↷
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条件 (B3)と (B4)から

‖T−1/2WS−1/2‖ ≤ ‖T−1/2WT−1/2‖‖T 1/2S−1/2‖

≤ ‖T 1/2S−1/2‖
∞∑

n=1

|λn|‖gn‖2 <∞.

こうして，まず T p(S − T )T q が有界作用素であることがわかった。次に，この閉包がト
レース型であることを示す。

任意の ONB{en}n, {fn}n に対して∑
n

∣∣∣ 〈en, (S − T )fn
〉 ∣∣∣ ≤ C (109)

を示せばよい。ここに C は {en}n や {fn}n に依存しない定数である。

上の式変形と同様に∑
n

∣∣∣ 〈en, (S − T )fn
〉 ∣∣∣

≤
2

π

∑
m

|λm|
∫ ∞

0

∑
n

∣∣∣ 〈en, (T 2 + t2)−1T 1/2gm
〉〈
T 1/2gm, (S

2 + t2)−1fn
〉 ∣∣∣t2dt

≤
2

π

∑
m

|λm|
∫ ∞

0
‖T+1/2(T 2 + t2)−1gm‖‖(S2 + t2)−1T 1/2gm‖t2dt

↷ ↷↷
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≤
2

π

∑
m

|λm|
(∫ ∞

0
‖T 1/2(T 2 + t2)−1gm‖2t2dt

)1/2

×
(∫ ∞

0
‖(S2 + t2)−1T 1/2gm‖2t2dt

)1/2

=
2

π

∑
m

|λm|
(
π

4
‖gm‖2

)1/2(π
4
‖S−1/2T 1/2gm‖2

)1/2

=
1

2
‖S−1/2T 1/2‖

∑
m

|λm|‖gm‖2 <∞.

こうして，(109)が成り立つ。したがって (S − T )はトレース型作用素である。
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定理 79の証明（基底状態のエネルギーのパート）
最後の最後に，H の基底状態エネルギー E が

E =
1

2
tr(S − T )

であることを示す。命題 94から Y S1/2 は Hilbert-Schmidtであり

E = 〈Ω, HΩ〉 − ‖Y S1/2‖2HS

= 〈Ω, HΩ〉 − tr(Y SY ∗)

が成り立つ。さて，Y の定義にしたがって，Y SY ∗ を変形しよう。
dom(Tk) = dom(Sk) (k = 1, 2)に注意すると，dom(T 2) ∩ dom(T−1/2)上で

Y SY ∗ = Y SY ∗ =
1

4

(
T−1/2S1/2 − T 1/2S−1/2

)
S
(
S1/2T−1/2 − S−1/2T 1/2

)
=

1

4

(
T−1/2S2T−1/2 − T−1/2ST 1/2 − T 1/2ST−1/2 + T

)
=

1

4

{
T−1/2WT−1/2 + T−1/2(T − S)T 1/2 + T 1/2(T − S)T−1/2

}
となる。最後の等式でW :=

∑∞
n=1 |T 1/2gn〉 〈T 1/2gn|として S2 = T 2 +W となるこ

とを使った。

↷ ↷↷
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T−1/2WT−1/2 =
∑∞

n=1 λn |gn〉 〈gn| のトレースは
∑∞

n=1 ‖gn‖2 なので，基底状態エ
ネルギーは

E =
1

4

∞∑
n=1

λn‖gn‖2 −
1

4

( ∞∑
n=1

λn‖gn‖2 + tr
(
T−1/2(T − S)T 1/2 + T 1/2(T − S)T−1/2

))
=

1

4
tr
(
T−1/2(S − T )T 1/2

)
+

1

4
tr
(
T 1/2(S − T )T−1/2

)
=

1

2
Re tr

(
T−1/2(S − T )T 1/2

)
となる。上式の変形で T±1/2(S − T )T∓1/2 がトレース型であることを使っているが，
それは補題 104で保証されている。

ここで，上のトレースを

tr
(
T−1/2(S − T )T 1/2

)
= tr

(
(S − T )T 1/2T−1/2

)
= tr(S − T )

と計算するのは論理的に不十分。なぜなら T 1/2 は一般には非有界作用素だから。
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補題 104で p = 0,−1/2とすれば (S − T )T 1/2 の値域は dom(T−1/2)に含まれ，

T−1/2(S − T )T 1/2 = T−1/2(S − T )T 1/2

が成り立つ。なぜなら h ∈ H に対して，hn ∈ dom(T 3/2)で hn → h,

(S − T )T 1/2hn → (S − T )T 1/2hとなるものを取れば，T−1/2(S − T )T 1/2hn は
Cauchy列。したがって，T−1/2 の閉性より (S − T )T 1/2h ∈ dom(T−1/2)かつ
T−1/2(S − T )T 1/2h = T−1/2(S − T )T 1/2hとなるから。
同様に

T 1/2(S − T ) = T 1/2(S − T ).

補題 104より (S − T )T 1/2 もトレース型なので，この標準形を

(S − T )T 1/2 =
∑
m

µm |em〉 〈fm|

とする。ただし，µm > 0，{em}m, {fm}m は ONS。ここから，

(S − T )T 1/2fm = µmem,
(
(S − T )T 1/2

)∗
em = µmfm,

({fm}m)⊥ ⊂ ker((S − T )T 1/2),

({em}m)⊥ ⊂ ker
((

(S − T )T 1/2
)∗)

= ker(T 1/2(S − T )) = ker(S − T ).
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以上から基底状態エネルギーを次のように変形できる：

E = 1
2
Re tr

(
T−1/2(S − T )T 1/2

)
= 1

2
Re
∑
m

〈
fm, T

−1/2(S − T )T 1/2fm
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈
fm, T

−1/2µmem
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈
µmfm, T

−1/2em
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈(
(S − T )T 1/2

)∗
em, T

−1/2em
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈
T 1/2(S − T )em, T

−1/2em
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈
T 1/2(S − T )em, T

−1/2em
〉

= 1
2
Re
∑
m

〈
(S − T )em, em

〉
= 1

2

∑
m

〈
(S − T )em, em

〉
= 1

2
tr(S − T ).

したがって，E = (1/2) tr(S − T )である。
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練習問題



練習問題は集中講義の期間中は随時更新されると思います。

問題 105

Sn を対称化作用素とする。次を示せ

(1) τ ∈ Sn に対して UτSn = Sn

(2) S2
n = Sn

(3) S∗
n = Sn

問題 106

f1, f2, g1, g2 ∈ H とする。CCRを使い

〈A∗(f1)A
∗(f2)Ω, A

∗(g1)A
∗(g2)Ω〉

を計算せよ。

問題 107

fj , gj ∈ H とする。このとき

〈A∗(f1) · · ·A∗(fn)Ω, A
∗(g1) · · ·A∗(gn)Ω〉 =

∑
σ∈Sn

〈
f1, gσ(1)

〉
· · ·
〈
fn, gσ(n)

〉
であることを示せ。
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問題 108

f ∈ H とする。

exp f :=
∞∑

n=0

A∗(f)n

n!
Ω

をコヒーレント・ベクトルという。g ∈ H とする。

(1) 〈exp f, exp g〉を計算せよ。

(2) A(g) exp f = 〈g, f〉 exp f を示せ。

問題 109

z ∈ C, f, g ∈ H とする。

ezΦS(f)Ω

は A(g)の固有ベクトルであることを示せ。また固有値はいくつか？
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van-Hove模型の基底状態は eiΦS(T
−1g)Ωである。これをもう少し調べよう。

問題 110

z ∈ C, f ∈ H とする。

F (z) := ecz
2
ezΦS(f)Ω

とおく。ただし，c ∈ R

(1) F ′(z) = 1√
2
A∗(f)F (z)を満たすように定数 cを定めよ。

(2) F (n)(0)を計算せよ。

(3) ezΦS(f)Ωをコヒーレント・ベクトルの形で表示せよ。つまり ezΦS(f)Ω = C exp g

となる定数 C と g を求めよ。
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問題 111

f, g ∈ H とする。このとき，ある定数 cを用いて

eiΦS(f)eiΦS(g) = ceiΦS(f+g)

となることを示せ。定数 cはいくつか？

問題 112

部分空間 D ⊂ H に対して次は ∗代数であることを示せ：
A := L{eiΦS(f) | f ∈ D}

問題 113

L2(R)上の運動量作用素 p = −id/dxを考える。f ∈ C∞
0 (R) \ {0}に対して作用素

eiap に対してテイラー展開

(eiapf)(x) =
∞∑

n=0

(ia)n

n!
(pnf)(x), x ∈ R

が成り立たないことを示せ（ただし a ∈ R）。

問題 114

H 上の任意の自己共役作用素 T と任意の g ∈ H に対してH 上の共役子 J で

JTJ = T, Jg = g

となるものが存在することを示せ。 199/201



問題 115

補題 97を証明せよ。ただし，非有界作用素 AB の定義域は

dom(AB) = {u ∈ dom(B) | Bu ∈ dom(A)}

であることに注意しよう。
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