
微分積分学 I 演習問題 6

問題 1. 以下の 2変数関数 f(x, y)に対し lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0が成り立つことを
示せ.

(1) f(x, y) = (x2 + y2)α. (α > 0)

(2) f(x, y) = xαyβ (α ≥ β > 0)

(3) f(x, y) =
x2y2

x2 + y2
.

(4) f(x, y) =
xαyβ

x2 + y2
. (α, β > 2)

(5) f(x, y) =
∣∣∣∣xy

|x| − |y|
x + y

∣∣∣∣ .

(6) f(x, y) =
∣∣∣∣xy

x2 − y2

x2 + y2

∣∣∣∣ .

(7) f(x, y) =
1 − cos xy

x2 + y2
.

(8) f(x, y) =
1 − cosh xy

x2 + y2
.
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問題 1. (解答例)

(1) 任意の ε > 0 に対して, ある δ(ε) > 0 を選び, |(x, y)| =
√

x2 + y2 < δ(ε)
ならば |f(x, y)| < εが成り立つようにできることを示せばよい. 今の場合,
δ(ε) = ε1/2α と選べばよい. 実際,

√
x2 + y2 < ε1/2α ならば,

|f(x, y)| = (x2 + y2)α =
√

x2 + y2
2α

< ε

が成り立つ.
(2) xαyβ = xα−β(xy)β と書けるので, 次の二つを示すことができればよい:

(a)
lim

(x,y)→(0,0)
(xy)β = 0. (β > 0)

(b)

lim
(x,y)→(0,0)

xr =
{

1, (r = 0)
0. (r > 1)

(a)は以下のようにして示せる: 任意の実数 x, yに対して, |xy| ≤ x2+y2

2 が成
り立つ. 従って, (1)の結果とはさみうちの原理より, lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0
である. (b)は r = 0のときは明らかである (極限の定義に従って直接計算で
きる). r > 0のときは, 次の不等式, (1)の結果とはさみうちの原理を用いれ
ばよい: xr ≤ (x2 + y2)

r
2 .

(3) 任意の ε > 0に対して, δ(ε)
√

2εとする. もし |(x, y)| =
√

x2 + y2 < δ(ε)が
成り立てば, x2 < x2 + y2 < 2εより, 1/x2 > 1/2εが成り立つ. 同様の不等式
が xを yに置き換えても成り立つ. それらをあわせて, 1/x2 + 1/y2 > 1/εが
成り立つ. すると,

|f(x, y)| =
x2y2

x2 + y2
=

1
1
x2 + 1

y2

< ε

が成り立つ. すなわち, lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0である.
(4) 極限の性質と (2)および (3)を用いる:

lim
(x,y)→(0,0)

xαyβ

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
xα−2yα−2 x2y2

x2 + y2
= 0.

(5) 任意の実数 x, yに対して次の不等式が成り立つ:

||x| − |y|| ≤ |x + y| ≤ |x| + |b|.

左側の不等式を用いることで, 次の不等式を得る:∣∣∣∣xy
|x| − |y|
x + y

∣∣∣∣ = |xy| ||x| − |y||
|x| + |y|

≤ |xy|.

よって, (2)の結果とはさみうちの原理より, lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0である.
(6) 任意の x, yに対して, 次の不等式が成り立つ:

|x2 − y2| ≤ x2 + y2.

従って, 次の不等式を得る:∣∣∣∣xy
x2 − y2

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |xy|.

(2)の結果とはさみうちの原理より, lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0である.
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(7) 任意の zに対して, 次の不等式が成り立つ:

1 − cos z ≤ z2

2
.

これを使うと

|f(x, y)| =
∣∣∣∣1 − cos xy

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1
2

∣∣∣∣ x2y2

x2 + y2

∣∣∣∣
となる. (3)の結果を用いて lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0である.

(8) 任意の zに対して, 次の不等式が成り立つ:

1 − cosh z ≤ z2

2
.

これを使うと

|f(x, y)| =
∣∣∣∣1 − cosh xy

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1
2

∣∣∣∣ x2y2

x2 + y2

∣∣∣∣
となる. (3)の結果を用いて lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0である.


