
トポロジー 演習問題 (2015年 5月 20日)

問題 1. 位相空間X の有限開被覆 U = {Uα}α∈A が与えられたとき,

K(U) = {{α0, . . . , αn}| αi ∈ A,Uα0 ∩ · · · ∩ Uαn 6= ∅}
と定める. このとき, K(U)は頂点集合をAとする単体複体であることを示せ.

問題 2. 有限単体複体K に対して, |K|の開被覆を U = {St(v)}v∈V (K) で定める. こ
のとき, K とK(U)の間に, 全単射な単体写像を構成せよ.

問題 3. 有限単体複体の間の単体写像 ϕ : K1 → K2に対して定まる写像 |ϕ| : |K1| →
|K2|が連続であることを示せ. (ヒント: K1とK2だけに依存する定数C > 0
であって, 「任意の α, β ∈ |K1|に対し, d(|ϕ|(α), |ϕ|(β)) ≤ C · d(α, β)」を満
たすものが存在することを示す.)

問題 4. 単体複体のK と, その実現の部分空間 A ⊂ |K|が与えられたとする. ある単
体 s ∈ K に対して A ⊂ |s|が成り立つとき, A ⊂ |s|を満たす単体 s ∈ K の
うちで sを与える頂点の個数が最小のものを, Aの台と呼ぶ.

(a) ある単体 s ∈ K に対して, A ⊂ 〈s〉であるとき, Aは台を持ち, その台は sで
あることを示せ.

(b) 任意の α ∈ |K|に対して, {α}の台は α ∈ 〈s〉を満たす単体 sであることを
示せ.

問題 5. 単体複体K の部分複体 Lが与えられたとする. K の頂点 v0, . . . , vq が Lの
単体の頂点になるための必要十分条件は,∩

i=0,...,q

St(vi) ∩ |L| = ∅

であることを示せ.
以上.

http://math.shinshu-u.ac.jp/̃ kgomi/class/index.html.
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解答例
問題 1. まず, 各頂点 α ∈ K(U) = Aに対しては, Uα 6= ∅なので, {α} ∈ K(U)であ

る. また, {αi0 , . . . , αik
}がK(U)の単体であるとき, 任意の {αj1 , . . . , αj`

} ⊂
{αi0 , . . . , αik

}に対して,

Uαi0
∩ · · · ∩ Uαik

⊂ Uαj0
∩ · · · ∩ Uαj`

6= ∅

である.　従って, {αj1 , . . . , αj`
} ∈ K(U)である. 以上で K(U)が単体複体

になることが示せた.

問題 2. Kの頂点 vに対して, St(v) 6= ∅なので, v 7→ vにより頂点の間の写像V (K) →
V (U)が定義できる. K の頂点 v, v′について, St(v)∩ St(v′) 6= ∅となるのは,
ある単体 s ∈ K であって, v, v′ ∈ sであることが必要十分条件である. これ
に注意すると, 上で定めた頂点の間の写像が, 単体写像K → K(U)を与える
ことがわかる. {vi1 , . . . , vik

}がK の単体ならば, St(vi1) ∩ · · · ∩ St(vik
) 6= ∅

なので, {vi1 , . . . , vik
}はK(U)の単体である. この逆も成り立つので, 上の単

体写像は全単射である.

問題 3. V (Ki)の要素の個数を ni と書くと, 次を得る:

d(|ϕ|(α), |ϕ|(β)) =

√√√√ ∑
w∈V (K2)

(
|ϕ|(α)(w) − |ϕ|(β)(w)

)2

=

√√√√ ∑
w∈V (K2)

( ∑
v∈ϕ−1(w)

α(v) −
∑

v∈ϕ−1(w)

β(v)
)2

≤

√√√√ ∑
w∈V (K2)

( ∑
v∈ϕ−1(w)

(α(v) − β(v))
)2

≤
√ ∑

w∈V (K2)

n1

∑
v∈ϕ−1(w)

(α(v) − β(v))2

≤
√

n1

∑
w∈V (K2)

∑
v∈V (K1)

(α(v) − β(v))2 ≤
√

n1n2

√ ∑
v∈V (K1)

(α(v) − β(v))2.

よって, C =
√

n1n2 とおけば, 任意の α, β ∈ K1 に対し, d(|ϕ|(α), |ϕ|(β)) ≤
C · d(α, β)が成り立つ. |Ki|の位相は距離で定義していたので, 上の不等式
から |ϕ|が連続であることが示せる.

問題 4. (a) 〈s〉 ⊂ |s|なので, Aは台を持つ. sが Aの台であることを言うためには,
sの面 s′ ⊂ sであって s′ 6= sなるものに対して, A 6⊂ |s′|であることを言え
ばよい. これは, |s′| 6⊂ 〈s′〉であることから従う.

(b) (a)を A = {α}に適用すればよい.

問題 5. もし s ∈ Lが v0, . . . , vqを頂点とする単体ならば, 〈s〉 ⊂ St(vi)が i = 0, . . . , q
に対して成り立ち, 〈s〉 ⊂ |L|も成り立つ. 従って, ∩iSt(vi) ∩ |L| 6= ∅である.
逆に, ∩iSt(vi) ∩ |L| 6= ∅のとき, α ∈ ∩iSt(vi) ∩ |L|に対して, α(vi) 6= 0が
i = 0, . . . , qに対して成り立ち, αの台 sは, Lの単体であって v0, . . . , vq を頂
点とするものである. すると {v0, . . . , vq} ⊂ sなので, Lが単体複体であるこ
とから {v0, . . . , vq} ⊂ Lである.


