
トポロジー 演習問題 (2019年 4月 10日)

問題 1. 以下の (1)–(10)で与える連続写像 f0から f1へのホモトピーの例を書け. た
だし, S1 と R2\{(0, 0)}は次のように定める:

S1 = {(cos θ, sin θ) ∈ R2| θ ∈ R},
R2\{(0, 0} = {(x, y) ∈ R2| (x, y) ̸= (0, 0)}.

(1)

fi : R → R2,

{
f0(x) = (0, 0),
f1(x) = (x, 0).

(2)

fi : R2 → R2,

{
f0(x, y) = (0, 0),
f1(x, y) = (x, y).

(3)

fi : R → R2,

{
f0(x) = (0, 0),
f1(x) = (cosx, sinx).

(4)

fi : S
1 → R2\{(0, 0)},

{
f0(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ),
f1(cos θ, sin θ) = (2 cos θ, 2 sin θ).

(5)

fi : S
1 → R2\{(0, 0)},

{
f0(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ),
f1(cos θ, sin θ) = (ecos θ cos θ, ecos θ sin θ).

(6)

fi : S
1 → S1 × R,

{
f0(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ, 0),
f1(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ, 1).

(7)

fi : S
1 → S1 × S1,

{
f0(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ, 1, 0),
f1(cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ,−1, 0).

(8)

fi : [0, 1] → R2,

{
f0(x) = (x+ 1, 0),
f1(x) = (x− 1, x).

(9)

fi : [0, 1] → R2,

{
f0(x) = (cosπx, sinπx),
f1(x) = (cosπx,− sinπx).

(10)

fi : [0, 1] → R2\{(0, 0)},
{

f0(x) = (cosπx, sinπx),
f1(x) = (cosπ(x+ 1), sinπ(x+ 1)).
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問題 2. 以下の (1)–(3)で与える連続写像 f0から f1へのホモトピーであって, Aを動
かさないものの例を書け.

(1)

fi : R → R2, A = {0},
{

f0(x) = (0, 0),
f1(x) = (x, 0).

(2)

fi : R2 → R2, A = {(0, 0)},
{

f0(x, y) = (0, 0),
f1(x, y) = (x, y).

(3)

fi : [0, 1] → R2, A = {0, 1},
{

f0(x) = (cosπx, sinπx),
f1(x) = (cosπx,− sinπx).

問題 3. 以下を証明せよ.
(a) 位相空間X がコンパクトであるとき, X の閉部分空間はコンパクトである.
(b) 位相空間X から Y への連続写像 f : X → Y が与えられたとする. X がコン
パクトならば, 像 f(X)もコンパクトである.

(c) Hausdorff位相空間 Y のコンパクトな部分空間 C ⊂ Y は閉集合である.
(d) コンパクト位相空間XからHausdorff位相空間 Y への連続な全単射 f : X →

Y は同相写像である. (ヒント: 上の (a), (b), (c)を組み合わせる.)
(e) 区間 [0, 1]の同値関係 ∼を以下で定める:

t ∼ t′ ⇔

 t = t′, または,
t = 0かつ t′ = 1, または,
t = 1かつ t′ = 0.

商空間 [0, 1]/ ∼に [0, 1]からの商位相を入れたものは,

S1 = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1}
と同相である. (ヒント: (d)を使う.)

問題 4. X, Y , Z を位相空間とし, A ⊂ X を部分空間とする. 以下を証明せよ.
(a) 連続写像 fi : X → Y , (i = 0, 1)と g : Y → Z が与えられたとする. f0 と f1
が Aを動かさずにホモトピックならば, g ◦ f0と g ◦ f1は Aを動かさずにホ
モトピックである.

(b) 連続写像 f : X → Y と gi : Y → Z, (i = 0, 1)が与えられとする. g0と g1が
f(A)を動かさずにホモトピックならば, g0 ◦ f と g1 ◦ f はAを動かさずにホ
モトピックである.

(c) 連続写像 fi : X → Y と gi : Y → Z が与えられたとする. (i = 0, 1.) f0と f1
がホモトピックであり, g0と g1がホモトピックであるとき, g0 ◦ f0と g1 ◦ f1
はホモトピックである.

以上.
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解答
問題 1. 以下はホモトピーの例である.

(1) F : R× [0, 1] → R2, F (x, t) = (tx, 0),

(2) F : R2 × [0, 1] → R2, F (x, y, t) = (tx, ty),

(3) F : R× [0, 1] → R2, F (x, t) = (t cosx, t sinx),

(4) F : S1 × [0, 1] → R2\{(0, 0)}, F (cos θ, sin θ) = ((t+ 1) cos θ, (t+ 1) sin θ),

(5) F : S1 × [0, 1] → R2\{(0, 0)}, F (cos θ, sin θ) = (et cos θ cos θ, et cos θ sin θ),

(6) F : S1 × [0, 1] → S1 × R, F (cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ, t),

(7) F : S1 × [0, 1] → S1 × S1, F (cos θ, sin θ) = (cos θ, sin θ, cosπt, sinπt),

(8) F : [0, 1]× [0, 1] → R2, F (x, t) = (x+ 1− 2t, tx),

(9) F : [0, 1]× [0, 1] → R2, F (x, t) = (cosπx, (1− 2t) sinπx),

(10) F : [0, 1]× [0, 1] → R2\{(0, 0)}, F (x, t) = (cosπ(x+ t), sinπ(x+ t)).

問題 2. 以下はホモトピーの例である.

(1) F : R× [0, 1] → R2, F (x, t) = (tx, 0),

(2) F : R2 × [0, 1] → R2, F (x, y, t) = (tx, ty),

(3) F : [0, 1]× [0, 1] → R2, F (x, t) = (cosπx, (1− 2t) sinπx).

問題 3.
(a) C ⊂ X を閉部分空間とし, {Uα}α∈Aをその開被覆とするとき, ある有限部分
集合 {α1, · · · , αn} ⊂ Aが存在して, {Uαi}i=1,...,n が C の開被覆となること
を示せば良い. 各 α ∈ Aに対して, Uα ⊂ C は開集合なので, ある開集合 Ũα

を用いて Uα = Ũα ∩C と書くことができる. {Ũα, X\C}はX の開被覆であ
る. X がコンパクトであるので, ある有限部分集合 {α1, · · · , αn} ⊂ Aが存在
して, {Ũαi

, X\C}i=1,...,n はX の開被覆である. すると,

C = C ∩X = C ∩

{
(X\C) ∪

n∪
i=1

Ũαi

}
=

n∪
i=1

C ∩ Ũαi
=

n∪
i=1

Uαi

となるので, {Uαi
}i=1,...,n は C の開被覆である.

(b) f(X)の開被覆{Vα}α∈Aが与えられたとき,有限部分集合{α1, . . . , αn} ⊂ Aが
存在して, {Vαi}i=1,...,nがf(X)の開被覆になることを示す. {f−1(Vα)}α∈Aは
Xの開被覆である. Xがコンパクトなので,ある有限部分集合 {α1, . . . , αn} ⊂
Aが存在して, {f−1(Vα)}i=1,...,n はX の開被覆となる. すると,

f(X) = f(

n∪
i=1

f−1(Vαi
) =

n∪
i=1

f(f−1(Vαi
)) =

n∪
i=1

Vαi

となるので, {Vαi}i=1,...,n は f(X)の開被覆である.
(c) C が閉集合であるということは, Y \C が Y の開集合であるということであ
る. Y \C が Y の開集合であるということは, 任意の点 y ∈ Y \C に対して,
y ∈ U ⊂ Y \C となる開集合 U が存在するということであり, これを示す.
C = ∅または C = Y の場合には明らかに C は閉集合なので, C ̸= ∅, Y と仮
定する. Y が Hausdorffであるので, 任意の点 c ∈ C ⊂ Y に対して, ある開
集合 Vc, Uc ⊂ Y であって, c ∈ Vc, y ∈ Uc, Uc ∩ Vc = ∅となるものが存在す
る. {Vc}c∈C は C の開被覆であり, C はコンパクトである. 従って, ある有限
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集合 {c1, . . . , cn} ⊂ C であって, {Vci}i=1,...,n が C の開被覆となるものが存
在する. 開集合 U を U = Uc1 ∩ · · ·Ucn と定めると, y ∈ U であり,

U ∩ C ⊂ U ∩
n∪

i=1

Vci =

n∪
i=1

U ∩ Vci ⊂
n∪

i=1

Uci ∩ Vci = ∅

となるので, U ⊂ Y \C となる.
(d) 任意の閉集合 C ⊂ X に対して, f(C) ⊂ Y が閉集合であることを示せば良
い. X がコンパクトなので, (a)より C もコンパクトである. すると (b)より
f(C)もコンパクトである. Y はHausdorffなので, (c)より f(C)は閉集合で
ある.

(e) 写像 f : [0, 1]/ ∼→ S1 を f([t]) = (cos 2πt, sin 2πt)で定める. [0, 1]/ ∼の位
相は [0, 1]の位相から誘導され, S1 ⊂ R2の位相は R2から誘導されているこ
とに注意すると, f が連続であることは, 合成写像

[0, 1] → [0, 1]/ ∼ → S1 → R2

t 7→ [t] 7→ f([t]) 7→ f([t])

が連続であることから従う. この合成写像 [0, 1] → R2は t 7→ (cos 2πt, sin 2πt)
と表示でき, 連続であることがわかるので, f は連続である. また, f は全単
射であることは, すぐに確認できる. [0, 1] がコンパクトであることから,
[0, 1]/ ≃もコンパクトであることがわかる. R2はHausdorffなので, S1 ⊂ R2

も Hausdorffである. よって (e)より, f は同相写像である.
問題 3.

(a) F : X × [0, 1] → Y が f0から f1への Aを動かさないホモトピーであるなら
ば, g ◦ F : X × [0, 1] → Z は g ◦ f0 から g ◦ f1 への Aを動かさないホモト
ピーを与える.

(b) G : Y × [0, 1] → Z が g0から g1への f(A)を動かさないホモトピーであるな
らば, F (x, t) = G(f(x), t)によって定めた写像 F : X × [0, 1] → Z は g0 ◦ f
から g1 ◦ f への Aを動かさないホモトピーを与える.

(c) A = ∅として (a)を用いることで, f0 ≃ f1 より g0 ◦ f0 ≃ g0 ◦ f1 である. 同
様に (b)を用いることで, g0 ≃ g1 より g0 ◦ f1 ≃ g1 ◦ f1 である. ホモトピッ
クであるという関係 ≃は同値関係であるので, g0 ◦ f0 ≃ g1 ◦ g1 である.


