
トポロジー 演習問題 (2019年 4月 17日)

以下, Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1| x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1}とする.

問題 1. 位相空間の間のホモトピー同値が, 同値関係であることを証明せよ.

問題 2. 以下の部分空間A ⊂ X が強変形レトラクトであることを, レトラクションを
構成して示せ.

(1) A = {(0, · · · , 0)}, X = Rn.

(2) A = Rn × {0}, X = Rn × R.
(3) A = {±1}, X = R− {0}.
(4) A = Sn, X = Rn+1 − {(0, . . . , 0)}.
(5) A = {(0, 0)} X = {(x, y) ∈ R2| x4 + y4 ≤ 1}.
(6) A = S1, X = S1 ∪ {(x, 0) ∈ R2| 1 ≤ x ≤ 2}.
(7) A = R× {0}/ ∼, X = R× [−1, 1]/ ∼ .

ただし, (7)における同値関係 ∼は以下で定義する:

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇔
{

x′ − x ∈ Z,
y′ = (−1)x

′−xy.

問題 3. X を位相空間, Y を Rn の部分空間とし, f, g : X → Y を連続写像とする.
(a) 各点 x ∈ X に対して, f(x)と g(x)を結ぶ線分が Y に含まれるとする. この
とき, f と gはホモトピックであることを示せ.

(b) 任意の連続写像 f, g : X → Rn はホモトピックであることを示せ.

問題 4. X を任意の位相空間とし, 連続写像 f, g : X → Sn は, 任意の x ∈ X に対し
て f(x) ̸= −g(x)を満たすとする.

(a) 任意の x ∈ X と t ∈ [0, 1]に対し, ∥(1− t)f(x) + tg(x)∥ ̸= 0を示せ. ただし,
v = (v1, . . . , vn+1) ∈ Rn+1 に対して, ∥v∥は次で定める.

∥v∥ =
√

v21 + · · ·+ v2n+1

(ヒント: 任意の v, w ∈ Rn+1 に対し ∥v − w∥ ≥ |∥v∥ − ∥w∥|が成り立つ.)
(b) f と gはホモトピックであることを示せ.

以上.

http://math.shinshu-u.ac.jp/̃ kgomi/class/index.html.
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解答例
問題 1. 反射律, 対称律, 推移律をそれぞれ示す.

反射律: 位相空間X から X への連続写像 f : X → X および g : X → X
で, g ◦ f ≃ idX および f ◦ g ≃ idX を満たすものが存在することを示せばよ
い. idX ≃ idX より, f = g = idX は求める性質を持つ.
対称律: XとY がホモトピー同値であるということは,連続写像 f : X → Y

と g : Y → Xであって, g◦f ≃ idX と f ◦g ≃ idY を満たすものが存在するこ
とだった. 従って, 連続写像 g : Y → X と f : X → Y であって, f ◦ g ≃ idY
と g ◦ f ≃ idX を満たすものが存在する. すなわち, Y とX はホモトピー同
値である.
推移律: X と Y がホモトピー同値であるとすれば, 連続写像 f : X → Y

と g : Y → X であって, g ◦ f ≃ idX と f ◦ g ≃ idY を満たすものが存在す
る. また, Y と Z がホモトピー同値であるとすれば, 連続写像 k : Y → Z と
ℓ : Z → Y であって, ℓ ◦ k ≃ idY と k ◦ ℓ ≃ idZ を満たすものが存在する. こ
のとき, 連続写像 F : X → Z および G : Z → X であって, G ◦ F ≃ idX と
F ◦ G ≃ idZ を満たすものが存在することを示せばよい. F = k ◦ f および
G = g ◦ ℓとおくと, 前回 (4月 10日)の演習問題 4で示した性質より,

G ◦ F = g ◦ (ℓ ◦ k) ◦ f ∼ g ◦ idY ◦ f = g ◦ f ∼ idX ,

F ◦G = k ◦ (f ◦ g) ◦ ℓ ∼ k ◦ idY ◦ ℓ = k ◦ ℓ ∼ idZ ,

が得られる.

問題 2. 包含写像を i : A → X とする. レトラクション r : X → Aと, i ◦ r ≃A idX
を与えるホモトピーH : X × [0, 1] → X の例は以下のとおりである.

(1) r(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0), H(x1, . . . , xn, t) = (tx1, . . . , txn).

(2) r(x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xn), H(x1, . . . , xn+1, t) = (x1, . . . , xn, txn+1).

(3) r(x) =
x

|x|
, H(x, t) =

x

|x|t
.

(4) r(x) =
x

∥x∥
, H(x, t) =

x

∥x∥t
.

(5) r(x, y) = (0, 0), H(x, y, t) = (tx, ty).

(6) r(x, y) =

{
(x, y), ((x, y) ∈ S1)

(1, 0), ((x, 0) ∈ X − S1).
H(x, y, t) =

{
(x, y), ((x, y) ∈ S1)

(t(x− 1) + 1, 0), ((x, 0) ∈ X − S1).

(7) r([x, y]) = [x, 0], H([x, y], t) = [x, ty].

問題 3.
(a) f(x) と g(x) を結ぶ線分が Y に含まれるということは, 任意の x ∈ X と

t ∈ [0, 1]に対して, (1− t)f(x) + tg(x) ∈ Y となることである. 従って, 次の
連続写像が矛盾なく定義される.

H : X × [0, 1] → Y, H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x).

このH は f から gへのホモトピーである.
(b) Y = Rn とすると, 任意の f, g : X → Y = Rn に対して (a)の条件が成立す
る. 従って, f と gはホモトピックである.
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問題 4.
(a) ∥ ∥の性質と, ∥f(x)∥ = ∥g(x)∥ = 1より次を得る:

∥(1− t)f(x) + tg(x)∥ ≥
∣∣∥(1− t)f(x)∥ − ∥tg(x)∥

∣∣
=

∣∣(1− t)∥f(x)∥ − t∥g(x)∥
∣∣ = |(1− t)− t| = |1− 2t|.

従って, t ̸= 1/2であれば, ∥(1− t)f(x) + tg(x)∥ ̸= 0である. t = 1/2のとき,

∥(1− t)f(x) + tg(x)∥ =
1

2
∥f(x) + g(x)∥

となるので, 問題の仮定より, これも 0ではない. (一般に ∥v∥ = 0となるの
は v = 0のときに限る.)

(b) Sn ⊂ Rn+1 に注意すると, f と gの間のホモトピーを以下で与えることがで
きる:

H : X × [0, 1] → Sn, H(x, t) =
(1− t)f(x) + tg(x)

∥(1− t)f(x) + tg(x)∥
.


