
トポロジー 演習問題 (2019年 4月 24日)

問題 1. 二次元円板 D2 = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 1}の中の, x0 = (1, 0) ∈ D2 を基
点とする次の二つの閉道が同値であることを示せ.

f : [0, 1] → D2, f(s) = (cos 2πs, sin 2πs),

cx0
: [0, 1] → D2, cx0

(s) = x0.

問題 2. 二次元球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = 1}の中の, 次の二つの道が
同値であることを示せ.

f0 : [0, 1] → S2, f0(s) = (cosπs, sinπs, 0),

f1 : [0, 1] → S2, f1(s) = (cosπs,− sinπs, 0).

問題 3. nを整数とする. 円周 S1 = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1}の中の, x0 = (1, 0)を
基点とする閉道 fnを fn(s) = (cos 2πns, sin 2πns)で定める. このとき, 以下
が成り立つことを示せ.

(a) f2 = f1 ∗ f1.
(b) fn = f−n.

問題 4. 位相空間X の任意の道 f : [0, 1] → X に対し, f ∗ cf(1) ∼ f を示せ. ここで,
cf(1) : [0, 1] → X は cf(1)(s) = f(1)と定めた道である.

問題 5. 位相空間X の任意の道 f : [0, 1] → X に対し, f̄ ∗ f ∼ cf(1) を示せ. ここで,

f̄ : [0, 1] → X は f̄(s) = f(1− s)と定めた道である.
問題 6. 位相空間X の任意の道 f, gに対し, f ∗ g ∼ ḡ ∗ f̄ を示せ.
問題 7. 0 = σ0 ≤ σ1 ≤ σ2 = 1とする. 位相空間X の道 f : [0, 1] → X に対して, 道

f1 と f2 を次のように定める.

f1(s) = f((1− s)σ0 + sσ1), f2(s) = f((1− s)σ1 + sσ2).

このとき, f1 ∗ f2 ∼ f を示せ.
問題 8. 0 = σ0 ≤ σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σn = 1とする. 位相空間X の道 f : [0, 1] → X に

対して, 道 fi, (i = 1, . . . , n)を次のように定める.

fi(s) = f((1− s)σi−1 + sσi).

このとき, (· · · (((f1 ∗ f2) ∗ f3) ∗ f4) ∗ · · · ) ∗ fn−1) ∗ fn ∼ f を示せ.
問題 9. 位相空間X が, その開集合 U, V ⊂ X を用いてX = U ∪ V と表せるとする.

このとき, X の任意の道 f に対して, 以下の性質を持つ有限個の道 f1, . . . , fn
が存在することを示せ.

(a) 各 iに対し, fi は U の道であるか, V の道であるかのいずれかである.
(b) (· · · (((f1 ∗ f2) ∗ f3) ∗ f4) ∗ · · · ) ∗ fn−1) ∗ fn ∼ f .

(ヒント: 区間 [0, 1]の開被覆 {f−1(U), f−1(V )}についての Lebesgue数を考
えることで, 0 = σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn = 1という実数であって, f([σi−1, σi])
が U または V に含まれるものが存在する.)

以上.

http://math.shinshu-u.ac.jp/̃ kgomi/class/index.html.
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解答例
問題 1. 例えば以下のホモトピーにより f と cx0 は同値である:

F : [0, 1]× [0, 1] → D2, F (s, t) = tx0 + (1− t)f(s).

問題 2. 例えば以下のホモトピーにより f0 と f1 は同値である:

F : [0, 1]× [0, 1] → S2, F (s, t) = (cosπs, sinπs cosπt, sinπs sinπt),

F (s, t) = (cosπs, (1− 2t) sinπs,

√
1− cos2 πs− (1− 2t)2 sin2 πs).

問題 3.
(a) f1 ∗ f1 を具体的に計算する.

0 ≤ s ≤ 1

2
⇒ (f1 ∗ f1)(s) = (cos 2π(2s), sin 2π(2s)) = f2(s).

1

2
≤ s ≤ 1 ⇒ (f1 ∗ f1)(s) = (cos 2π(2s− 1), sin 2π(2s− 1)) = f2(s).

したがって, f2 = f1 ∗ f1 である.
(b) fn を具体的に計算する.

fn(s) = (cos 2πn(1− s), sin 2πn(1− s)) = (cos 2π(−n)s, sin 2π(−n)s) = f−n(s).

問題 4. 連続写像H : [0, 1]× [0, 1] → X を以下で定める:

H(s, t) =

{
f( 2s

t+1 ), (0 ≤ s ≤ t+1
2 )

f(1). ( t+1
2 ≤ s ≤ 1)

このH により, f ∗ cf(1) ∼ f が示される.

問題 5. 連続写像H : [0, 1]× [0, 1] → X を以下で定める:

H(s, t) =

{
f(1− 2s(1− t)), (s, t) ∈ [0, 1/2]× [0, 1]
f(2s(1− t)− 1 + 2t). (s, t) ∈ [1/2, 1]× [0, 1]

このH により, f̄ ∗ f ∼ cf(1) が示される.

問題 6. 定義に従って f ∗ gと ḡ ∗ f̄ を書き下すと,

f ∗ g(s) = ḡ ∗ f̄(s) =
{

g(1− 2s), (0 ≤ s ≤ 1
2 )

f(2− 2s), ( 12 ≤ s ≤ 1)

となるので, たしかに f ∗ g ∼ ḡ ∗ f̄ である.

問題 7. 道 f1 ∗ f2 を具体的に表示すると次のようになる.

(f1 ∗ f2)(s) =
{

f(2sσ1), (0 ≤ s ≤ 1
2 )

f(2σ1(1− s) + 2s− 1). ( 12 ≤ s ≤ 1)

特に, σ1 = 1/2 のとき, f1 ∗ f2 = f である. これに注目して, 連続写像
H : [0, 1]× [0, 1] → X を以下のように定める:

H(s, t) =

{
f(2s((1− t)σ1 +

t
2 )), ((s, t) ∈ [0, 1/2]× [0, 1])

f(2((1− t)σ1 +
t
2 )(1− s) + 2s− 1). ((s, t) ∈ [1/2, 1]× [0, 1])

このH により, f1 ∗ f2 ≃ f となる.
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問題 8. 0 ≤ σ ≤ σ′ ≤ 1を満たす σ, σ′ に対して, 道 fσ,σ′ を以下のように定める.

fσ,σ′(s) = f((1− s)σ + sσ′).

さらに, 0 ≤ σ′ ≤ σ′′ ≤ 1を満たす σ′′が与えられたとき, fσ,σ′ ∗fσ′,σ′′ ∼ fσ,σ′′

が成り立つ. 実際, σ′ = (σ+ σ′′)/2のとき, fσ,σ′ ∗ fσ′,σ′′ = fσ,σ′′ であること
に注意すれば, 以下で定めるホモトピーH : [0, 1]× [0, 1] → X によって, こ
の同値を与えることができる.

H(s, t) =

{
f((1− 2s)σ + 2s((1− t)σ′ + tσ+σ′′

2 )), ((s, t) ∈ [0, 1
2 ]× [0, 1])

f(2(1− s)((1− t)σ′ + tσ+σ′′

2 ) + (2s− 1)σ′′). ((s, t) ∈ [ 12 , 1]× [0, 1])

以上と fi = fσi−1,σi
および fσ0,σ1

= f より,

(· · · (((f1 ∗ f2) ∗ f3) ∗ f4) ∗ · · · ) ∗ fn
= (· · · (((fσ0,σ1 ∗ fσ1,σ2) ∗ fσ2,σ3) ∗ fσ3,σ4) ∗ · · · ) ∗ fσn−1,σn

∼ (· · · ((fσ0,σ2
∗ fσ2,σ3

) ∗ fσ3,σ4
) ∗ · · · ) ∗ fσn−1,σn

∼ (· · · (fσ0,σ3
∗ fσ3,σ4

) ∗ · · · ) ∗ fσn−1,σn

...

∼ fσ0,σn−1
∗ fσn−1,σn

∼ fσ0,σn
= f

となり, 証明すべき同値が得られる.

問題 9. 区間 [0, 1]の開被覆 {f−1(U), f−1(V )}についての Lebesgue数を δ とする.
自然数 nを, 1/n < δとなるように選ぶ. i = 1, . . . , nに対して, σi = i/nと
すると, 0 = σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn = 1である. δは Lebesgue数だったので, σi

を中心とする δ開近傍は f−1(U)か f−1(V )に含まれる. 従って, f([σi−1, σi])
は U または V に含まれる. この [0, 1]区間の分割に対して問題 8の結果を使
えば, 問題 9の性質を持つ fi が得られる.


