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話したいこと:

有限群を構造群とするゲージ理論

�� ��
��
��

1. 位相的量子場の理論 (TQFT)

2. その拡張

D. Freed, “Higher algebraic structures and quantization”,

Comm. Math. Phys. 159 (1994) , no.2, 343–398.
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§1 あらすじ

• 考える場の理論

• 位相的量子場の理論

• その拡張
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考える場の理論 Dijkgraaf-Witten理論
(有限群 Chern-Simons理論)




Γ : 有限群

M : コンパクト有向 (3次元)多様体

場 ↔ 主 Γ束

作用汎関数 ↔ “Chern-Simons不変量”

分配関数 ↔ ZM =
1

|Γ|
∑

γ∈Hom(π1M,Γ)

W (γ)

5



位相的量子場の理論 (d-次元) · · · Atiyahの公理

“コボルディズムの圏”→ ベクトル空間の圏

• 対応づけ



Σd−1 �→ HΣ C-ベクトル空間

Md �→ ZM ∈ H∂M

• 公理




functorial

involutory HΣ∗ ∼= (HΣ)∗

multiplicative

non-trivial H∅ = C, ZΣ×I = idHΣ
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Functorial 向きを保つ微分同相は同型を導く

• Σ
∼=−→ Σ′ =⇒ HΣ

∼=−→ HΣ′

• M
∼=−→M ′ =⇒ H∂M −→ H∂M ′

ZM �→ ZM ′
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Multiplicative

• HΣ�Σ′ ∼= HΣ ⊗HΣ′

• ∂M1 = Σ1 � Σ, ∂M2 = Σ∗ � Σ2

HΣ1 ⊗HΣ ⊗H∗
Σ ⊗HΣ2 −→ HΣ1 ⊗HΣ2

Z(M1)⊗ Z(M2) �→ Z(M1 ∪Σ M2)
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拡張 (Extended TQFT) D. Freed, R. Lawrence

「余次元 ≥ 2」の多様体も考える.

余次元 2の場合:



Sd−2 �→ ES “2-ベクトル空間”

(一種の圏)

Σd−1 �→ HΣ ∈ E∂Σ 対象
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境界なし 境界あり

余次元 0 ZM 複素数 ZM ∈ H∂M

余次元 1 HΣ ベクトル空間 HΣ ∈ E∂Σ

余次元 2 ES 圏 · · ·
...

...
...
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どんなことができるか?

Dijkgraaf-Witten理論 (3次元)

⇓
ETQFT

ES1 が braided monoidal category

⇓
一種の量子群

(Dijkgraaf-Pasquier-Rocheの準 Hopf代数)
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以下やること: ETQFTの具体的な構成方法の解説

• 構成自体は極めて簡単
� Chern-Simons型理論の特質がよく見える.

• 今日の構成は, Freedのもとの構成方法と多少違う.

• Moore-Segalの open-closed TFTとの関連を調べて述べ
たかったが, (時間不足で)できなかった.
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§2 格子ゲージ理論の設定/三角形分割




Γ · · · 有限群 (固定)

M · · · 多様体

K · · · M の “三角形分割”

⇓
“ゲージ場の空間”と “ゲージ群”を設定
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多様体M の “三角形分割” K

• 普通の意味での三角形分割
• 0-単体に番号付け
• 各 n-単体に番号付けから決まる向き

0 2

1
0 1

0

1

2

3
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• ゲージ場の空間 F(K) = {ϕ : K(1) → Γ
∣∣ 平坦 }

ϕijϕjkϕki = 1
j

ki

ji

ϕ(σij) = ϕij = ϕ−1
ji

ϕij ϕjk

ϕik

• ゲージ群 G(K) = Map(K(0),Γ) � F(K)

ϕij �→ (γ.ϕ)ij = γiϕijγ
−1
j
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• 主 Γ束が与えられれば, σij に沿った平行移動によ
り, ϕij が定まる.

• 逆の構成もできて:

� �
F(K)/G(K) ∼= Hom(π1M,Γ)/Γ

� �
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§3 作用汎関数/転入写像

• 場 ϕ ∈ F(K)に対し, 作用汎関数を導入したい.

(DijkgraafとWittenが与えたものとその一般化)

• ゲージ不変性等を一度に記述するために, “転入写像
(transgression map)”を使って導入する.
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転入写像 (transgression map)� �
• K : コンパクト有向 (d− k)次元多様体の分割
• 次の準同型がある:

τK : Cd(Γ; R/Z)→ Ck(G(K);C(F(K),R/Z))

• “Stokes型定理” τKδ = (−1)d−kδτK + τ∂K

� �
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構成のアイデア τKω(γ1, . . . , γk;ϕ) ∈ R/Z

• (γ1, . . . , γk, ϕ) ∈ G(K)k × F(K)
⇒ |K| ×∆k 上の主 Γ束

• 主束⇒ 分類写像
• H∗(BΓ; R/Z) ∼= H∗(Γ; R/Z)

•


分類写像による chain K ×∆k の像

cochain ω

⇒ ペアリング
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τK の具体的な表示: k = 0

ω ∈ Cd(Γ,R/Z) �→ [τKω : F(K) −→ R/Z]

τKω(ϕ) =
∑

σ∈K(d)

εσTσ(ϕ)




Tσ01···d(ϕ) = ω(ϕ01, ϕ12, . . . , ϕd−1d)

εσ =




+ σの向きがM の向きと適合

− そうでない
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τK の具体的な表示: k = 1

τKω : G(K)× F(K) −→ R/Z

τKω(γ;ϕ) =
∑

σ∈K(d−1)

εσTσ(γ;ϕ)




Tσ0···d−1
(γ;ϕ) =

∑d−1
j=0(−1)jT j

T j = ω(ϕ′
01, ··, ϕ′

j−1j , γj, ϕjj+1, ··, ϕd−2d−1)

ϕ′
kk+1 = (γ.ϕ)kk+1 = γkϕkk+1γ

−1
k+1
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τK の具体的な表示: k = 2

τKω : G(K)× G(K)×F(K)→ R/Z

d = 2, S = pt τKω(γ, η;ϕ) = εσω(γ, η, ϕ)

d = 3, S = S1 τKω(γ, η;ϕ) =
∑

σ∈K(1) εσTσ

Tσ = ω(γ0, η0, ϕ01)− ω(γ0, η0ϕ01η
−1
1 , η1)

+ω(γ0η0ϕ01η
−1
1 γ−1

1 , γ1, η1)
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作用汎関数 ω ∈ Zd(Γ,R/Z) 固定


M : コンパクト有向 d次元多様体

K : M の三角形分割

SK = τKω : F(K) −→ R/Z

� �
∂M = ∅ =⇒ SK(γ.ϕ) = SK(ϕ)

� �
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•M が境界を持つと, SK は G(K)不変でない.

• d− 1次元多様体Σとその分割KΣ に対し:

bKΣ = ±τKΣω : G(KΣ)×F(KΣ) −→ R/Z

� �
SK(γ.ϕ) = SK(ϕ) + r∗b∂K(γ;ϕ)

(r : G(K)→ G(∂K), r : F(K)→ F(∂K))
� �
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• Σに境界がない時, bKΣ はF(KΣ)上の G(KΣ)同変
直線束 LbKΣ

を与える.

• SKM
は G(KM)同変直線束 r∗Lb∂KM

の自明化を与
える.

LbK

��
F(K)

Lb∂KM

��

r∗Lb∂KM

��

��

F(∂KM) F(KM)
r

��
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境界なし 境界あり

余次元 0 SK 0-cocycle δSK = −r∗b∂K

余次元 1 bK 1-cocycle δbK = r∗c∂K

余次元 2 cK 2-cocycle · · ·
...

...
...
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§4 TQFTの構成/“幾何的量子化”

• 三角形分割つき多様体に対する TQFTを構成.

• 三角形分割への依存性を消す.
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三角形分割つき TQFT� �
次の対応付けは, 三角形分割つき TQFTを与える:

• (Σd−1,K) �→ ベクトル空間H(Σ,K)

H(Σ,K) = Γ(F(K), LbK
)G(K)

• (Md,K) �→ Z(M,K) ∈ H(∂M,∂K)

Z(M,K)(ϕ) =
1

|′K(0)|
∑

ϕ̃∈F(K)
∂ϕ̃=ϕ

e2πiSK(ϕ̃)

� �
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“involutry” (Σ,K) � (Σ∗,K∗), K∗ = K

H(Σ∗,K∗)
∼= H∗

(Σ,K)

• 構成より: H(Σ∗,K∗) = Γ(F(K), L∗
bK

)G(K)

• 非退化なペアリング: H(Σ∗,K∗) ⊗H(Σ,K) → C

〈φ′ ⊗ ψ〉 =
1

|K(0)|
∑

ϕ∈F(K)

ψ′(ϕ)ψ(ϕ)
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分割への依存性

• Z(M,KM ), H(Σ,KΣ) は [ω]のみに依存.

• ωを次のように正規化する:

ω(. . . , 1, . . . ) = ω(. . . , γ, γ−1, . . . ) = 0

⇒ SK は番号付けによらない.

• ω の cocycle条件
⇒ Z(M,K) は, M の内部でK を細分しても不変.
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• ∂M = ∅ ⇒ Z(M,K) はK によらない.

• Σの二つの分割K, K′ に対し,

ZΣ×I : H(Σ,K) → H(Σ,K′)

を使ってHΣ = lim−→KH(Σ,K)とすると, ZM ∈ H∂M

もうまく定まり, 最終的に TQFTが得られる.
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例 (d = 2)

HS1
∼= Z(Cω[Γ])

例 (d = 3)

Z(T 3) =
1

|Γ|
∑

g,h,k∈Γ
[g,h]=[h,k]=[k,g]=1

W (g, h, k)

W (g, h, k) =
ω(g, h, k)ω(h, k, g)ω(k, g, h)

ω(g, k, h)ω(h, g, k)ω(k, h, g)
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§5 圏化 (categorification)のおはなし

集合 + 構造� 圏 + 構造
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例 1 ベクトル空間の圏化

C: 複素数の集合 E : ベクトル空間


+ : C× C→ C

· : C× C→ C




+ : E × E → E

· : C× E → E

C : ベクトル空間の圏 E : “2-ベクトル空間”

⊕ : C × C → C

⊗ : C × C → C



⊕ : E × E → E

⊗ : C × E → E
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例 2 積分の圏化

X : 有限個の点集合


C値関数 f : X → C

積分
∑

x∈X f(x) ∈ C

⇓
C 値関数 F : X → C ⇔ ベクトル束 F =

⋃
Fx

積分 ⊕x∈X Fx ∈ C ⇔ 切断の空間 Γ(X,F )

35



• ETQFTには, 直線束の切断の空間を圏化した, “2-直線
束の切断の空間”があらわれると考えられる.

• 自明な直線束 C � Γ(X,C) = ⊕x∈XC〈x〉.
• 自明な “2-直線束 C ” � Γ(X,C ) = ⊕x∈XC 〈x〉.
• これは, X 上のベクトル束の圏と同一視できる.

⇒ 今日は, ある種のベクトル束の圏として 2-ベクトル空
間を定式化する.
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§6 今日の 2-ベクトル空間


G � X · · · 有限群が有限集合に作用
c : G×G×X → R/Z · · · 2-cocycle

• (E, ρ) : 捻れたG同変ベクトル束

⇔




E → X ベクトル束

ρ(g;x) : Ex → Egx 同型

ρ(g;hx)ρ(h;x) = e2πic(g,h;x)ρ(gh;x)

• EG(X, c) = 捻れたG同変ベクトル束の圏
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• EG(X, c)の形のものを 2-ベクトル空間と呼ぶ.

• ⊕ : E × E → E , ⊗ : C × E → E がある.

• 2-ベクトル空間のテンソル積の定義:

EG(X, c)⊗ EH(Y, d) := EG×H(X × Y, c � d)

EG(X, c)× EH(Y, d) → EG(X, c)⊗ EH(Y, d)

(E, F ) �→ E � F

• 以上の他に “双対空間”が ETQFTには必要.
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積分/push-foward� �
• Φ : (G,X)→ (H,Y ) に対し, 次の関手がある:

Φ! : EG(X,Φ∗c)→ EH(Y, c)

• さらにΨ : (H,Y ) → (K,Z)があれば, 次の図
式が自然同値を除いて可換になる:

EG(X,Φ∗Ψ∗c)
(ΨΦ)! ��

Φ!

�����
EK(Z, c)

EH(Y,Ψ∗c) Ψ!

�����

� �
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例 1 Y = pt, H = {1}, c = 0

EG(X) −→ C

E �→ Γ(E)G

例 2 X = Y = pt, c = 0

EG(pt) −→ EH(pt)

E �→ Γ(H,E)G
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構成のスケッチ G

��

�� �� Φ(G)

��

� � �� H

��
X �� Y Y

• IΦ : EG(X,Φ∗c)→ EΦ(G)(Y, c|Φ(G))

(IΦE)y = Γ(Φ−1(y), E|Φ−1(y))
KerΦ

(応用上はここまでの構成で十分)
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• H ′ ⊂ H�Y � EH′(Y, c|H′)
AH→ EH(Y, c)

(AHE)y = Γ(∂−1
1 (y),Λc ⊗ ∂∗

0E)H′

H × Y
∂0

proj�����������
∂1

mult �����������

Y Y

Λc = C



∂∗

0c-twisted, (h, y) �→ (hη−1, ηy)

∂∗
1c-twisted, (h, y) �→ (ηh, y)
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• 2-ベクトル空間の双対 EG(X, c)∗ := EG(X,−c)

p!∆∗ : EG(X, c)∗ ⊗ EG(X, c)→ C
(
X ×X ∆← X

p→ pt
)

EG(X, c)∗ の対象から関手 EG(X, c)→ C が得られる.
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§5 ETQFTの構成/“幾何的量子化の圏化”

三角形分割つき ETQFT� �
次の対応づけは三角形分割つき ETQFTを与える.

• (Sd−2,K) �→ 2-ベクトル空間 E(S,K)

E(S,K) = EG(K)(F(K), cK)

• (Σd−1,K) �→ H(Σ,K) ∈ E(∂Σ,∂K)

H(Σ,K) = r!(C, e2πibK )� �
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multiplicativity ∂Σ1 = S1 � S, ∂Σ2 = S∗ � S2

F(Σ1) × F(Σ2)

r1×r2

��

F(Σ)
ζ��

r×j

��

F(Σ)

r

��
F(∂Σ) × F(S) × F(S∗) F(∂Σ) × F(S)

1×∆�� p �� F(∂Σ)

• ζ∗(bΣ1 � bΣ2) = bΣ はすぐわかる.

• (1×∆)∗(r1 × r2)! ⇒ (r × j)!ζ∗ を示せばよい.

• これは, ζ が単射で, 次の集合が一致することより.

(r1 × r2)−1((1×∆)(ϕ)) = ζ((r × j)−1(ϕ))
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• 分割への依存を除けば ETQFTになる.

1. K とその細分K′ を考えるとF(K)とF(K′)の
間に自然な写像がある.

2. その写像で cocycleを比較すると, cochainが見つ
かる.

3. その cochainで同一視を作り単射極限をとる.
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例 (d = 2)

• E = Ept = Γの ω-射影表現の圏

• H[0,1] : E → E は, E �→ (Cω[Γ]⊗ E)Γ.

• C
ω[Γ] =

⊕
irep Vλ ⊗ V ∗

λ なので, H[0,1] ⇒ 1.

• [0, 1]の両端をつなぐ : C
ω[Γ]/conj.
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例 (d = 3)

• ES1 は標準的な方法で E = EΓ(Γ, c)と同一視できる.

• pair of pantsに対応する関手 E × E → E は, 群の掛け
算 Γ× Γ→ Γによる push-foward.

(cf. Freed-Hopkins-Teleman)
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