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1 はじめに

Atiyahの意味の位相的量子場の理論 (Topological Quantum Field Theory, TQFT)は, 一言で言えば, 多
様体の不変量を与える枠組みである [1]. 位相的量子場の理論の例は幾つもあるが, その一つとしてDijkgraaf-
Witten 理論から構成されるものがある [6, 7, 17]. Dijkgraaf-Witten 理論 [6] は, 有限群を構造群とする
Chern-Simonsゲージ理論 [18]とみなすことができる. この理論の大きな特徴は, 構造群が有限群であること
により, 通常は無限次元であるゲージ場の配位空間が有限個の点集合となり, 経路積分が直接計算できてしま
うことである. この単純さのために, 位相的量子場の理論を構成する過程は, 非常に見通しが良い.

通常の位相的量子場の理論では, 余次元 1までの多様体を考える. 自然な拡張として, 余次元 2以上の多様
体も含めたものが, ここでいう “位相的量子場の理論の拡張 (Extended TQFT)”である. そういったものは,
例えば Freed [7] や Lawrence [14] によって得られている. 論文 [7]において, FreedはDijkgraaf-Witten理論
から位相的量子場の理論とその拡張を構成した. さらに, その拡張部分を用いて, Dijkgraaf-Pasquier-Roche
の準 Hopf代数 [5]を再構成している. これは, 場の理論から量子群を再構成した, 見ることができる. 普通 3
次元位相的量子場の理論の構成は量子群から出発するが, その逆に相当する構成を行ったのである. 結果とし
て, 上の準 Hopf代数から (普通の方法で)構成した 3次元位相的量子場の理論が, Dijkgraaf-Witten理論から
構成した位相的量子場の理論と一致する, ということも従う.

本稿の目的は, 上記のような位相的量子場の理論とその拡張の構成を解説することである.
ただし, 本稿における構成方法は, [7](或いは [8])における方法と異なる点がある. 最も大きな違いは, 本稿

では多様体の三角形分割を用いる点である. Dijkgraaf-Witten理論から位相的量子場の理論を構成する際に
は, [6, 17]にあるように, 三角形分割を用いる方法がある. 本稿では, その構成方法を拡張する形で, 位相的量
子場の理論の拡張を構成する. もともとの論文 [7, 8]では, 三角形分割は用いられていない. 三角形分割を用
いる理由は, 通常の Chern-Simons理論の幾何的量子化との並行性を, より見えやすくするためである.

注意 1.1. “Extended TQFT”という言葉も Freedは使っていない. “位相的量子場の理論の拡張”を表すの
に良い言葉見つからなかったので, Laurenceの論文 [14]から借用して使っている.

注意 1.2. もともとの DijkgraafとWittenの論文 [6]では 3次元多様体で理論を展開している. しかし, その
論文中で触れられているとおり, 任意の次元で同様な理論を展開することができる. そのため一般の次元にお
ける同様な理論も Dijkgraaf-Witten理論と呼ぶことにする.

2 構成の概略

標語的に言えば, Dijkgraaf-Witten理論の “‘古典論”を “量子化”することで, 位相的量子場の理論 (TQFT)
とその拡張 (ETQFT)を構成することができる. ここでは, この構成の流れを概説する.
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2.1 位相的量子場の理論とその拡張

まず, 位相的量子場の理論 (TQFT)及びその拡張 (ETQFT)が大体どういうものかを説明する. 位相的量
子場の理論とは, 一種のコボルディズムの圏からベクトル空間の圏への関手である.

定義 2.1 ([1]). d次元位相的量子場の理論とは, 次の対応付けであって公理 1–4を満たすものである.

(d− 1)次元有向閉多様体 Σ �→ HΣ (C-ベクトル空間)
d次元有向コンパクト多様体M �→ ZM ∈ H∂M (ベクトル)

1. (Functorial) (d− 1)次元多様体の間の向きを保つ微分同相Σ→ Σ′は, 同型HΣ → HΣ′ を誘導する. さ
らに, d次元多様体の間の向きを保つ微分同相M →M ′が誘導する同型H∂M → H∂M′ は, ZM ∈ H∂M

を ZM ′ ∈ H∂M′ に移す.

2. (Involutory) Σの向きをかえたものを Σ∗ とするとき, 自然な同型HΣ∗ ∼= (HΣ)∗ がある.

3. (Multiplicative) (d − 1)次元多様体 Σ, Σ′ に対して, 自然な同型 HΣ�Σ′ ∼= HΣ ⊗ HΣ′ がある. また,
d次元多様体M1 とM2 があり, それぞれ境界が ∂M1 = Σ1 � Σ, ∂M2 = Σ∗ � Σ2 だとする. M1 と

M2 を Σ に沿って貼りあわせた多様体を M とするとき, HΣ と H∗
Σ の自然なペアリングが導く写像

H∂(M1�M2) → H∂M は, ZM1�M2 を ZM に移す.

4. (Non-trivial) H∅ = C, ZΣ×[0,1] = id.

上の公理では, あらわれる同型達が整合的振舞うことを暗に要請している.
公理の性質から, d次元有向閉多様体M に対して ZM ∈ Cという不変量が得られることや, ZM を求める

ためにM を (d− 1)次元多様体 Σに沿って切り開いて計算できることなどがわかる.

注意 2.2. TQFT の向きに関する公理において, さらに HΣ に Hermite 内積を導入して H∗
Σ と同一視し,

ZM = ZM∗ という性質を課すこともある. 本稿では簡略化のためこの性質は省略した.

TQFTの公理には, (d− 1)次元多様体, すなわち, 余次元 1の多様体までしかでてこなかった. より高い余
次元の多様体を考慮に入れるのが, ETQFTである. 例えば, 余次元 2の多様体を含める場合には, さらに次
の対応付けを考える:

(d− 2)次元有向閉多様体 S �→ ES (一種の圏)
(d− 1)次元有向コンパクト多様体 Σ �→ HΣ ∈ E∂Σ (圏の対象)

(d− 2)次元多様体に対応するものは圏になる. このことは, 次のように考えれば理解できるかも知れない:
“数”, 或いは, “点”が集まって “集合”をなし, “集合”が集まって “圏”をなす. d次元多様体には “ベクトル”
という点を対応させていた. ベクトルは集まってベクトル空間をなし, これは (d− 1)次元多様体に対応する
“もの”を構成している. すると, (d− 2)次元多様体に対応する “もの”は, ベクトル空間が集まってできあが
る “もの”, すなわち, “圏”が自然である.

同様に考えると, (d− 3)次元多様体に対応させるべき “もの”は, “圏”が集まって構成する “もの”であり,
“2-圏”という概念があらわれる. さらに同様に考えると, 一般の余次元では “n-圏”の概念が登場する. だが,
n-圏へ深入りしたくない (し, 筆者の理解不足もある)ので, 本稿では 1-圏 (余次元 2)までしか扱わない.

ETQFTとして余次元 2までを考える場合, 上に述べたような圏と対象の対応付けを考え, それらに TQFT
の公理に相当するものを要請する. そのためには, (d− 2)次元多様体に対応させる圏は, ベクトル空間のよう
な構造が必要である. 実際, 余次元 2の多様体に対応させる圏は, “2-ベクトル空間”([11])と呼ばれる圏であ
る. 2-ベクトル空間の例はベクトル空間のなす圏 C である. これらについては 5節で説明する.
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2.2 ETQFTの構成の概略

Dijkgraaf-Witten理論から ETQFTを構成する流れを説明する. きちんとした構成のためには, [6, 17]に
あるように, 多様体の三角形分割をとり, “格子ゲージ理論”の設定を用いる. しかし, ここでは大体の流れ説
明するのが目的なので, 三角形分割は省略することにする.

d次元の Dijkgraaf-Witten理論では, 次のデータをはじめに固定する:

• 有限群 Γ,

• Γの d-コサイクル ω ∈ Zd(Γ; R/Z).

有限群 Γをとった時点で, 任意の次元の有向コンパクト多様体 X (とその三角形分割)に対し, “ゲージ場
の空間”としてある有限集合 F(X)が, そして, “ゲージ変換群”としてある有限群 G(X)が定まる. もし, X
が境界を持てば, “制限”による自然な写像 r : F(X)→ F(∂X)と準同型 r : G(X)→ G(∂X)がある.
ここで, d-コサイクル ωを使うと, 次のような対応付けを構成することができる:

d次元有向コンパクト多様体M �→ SM ∈ C0(G(M);C(F(M),R/Z)),
(d− 1)次元有向コンパクト多様体 Σ �→ bΣ ∈ C1(G(Σ);C(F(Σ),R/Z)).

ただし, Cp(G;C(X,R/Z))は, 空間X 上の R/Z値関数を係数とする群 Gの p-コチェインのなす群である.
上のコチェインは, M , Σが境界を持たなければコサイクルになる.

これらのデータは, Dijkgraaf-Witten理論の “古典論”に相当する. d次元多様体M に対応する 0-コチェ
イン (つまり関数) SM : F(M)→ R/Z は作用汎関数である. また, (d− 1)次元閉多様体 Σに対応する 1-コ
サイクル bΣ は, F(Σ)上の G(Σ)-同変複素直線束 LbΣ を定める. これは通常の Chern-Simons理論の幾何的
量子化で用いられる前量子化束の対応物である. SM と bΣ は δSM = −r∗b∂M という関係で結ばれる. (δは
群のコチェイン複体の境界作用素.) このことより, M に境界がなければ, SM はゲージ変換群 G(M)の作用
で不変である. M が境界を持つとき SM は G(M)-不変な関数ではない. しかし, e2πiSM を考えると, これは
F(M)上の G(M)-同変直線束 r∗Lb∂M

の同変切断になっている. こういった状況は, Chern-Simons型の作用
汎関数を持つ理論において, 共通に見ることができる.

以上のデータをもとにした TQFTの構成は大体次のとおりである: (d− 1)次元有向閉多様体 Σに対応さ
せるベクトル空間HΣは, 複素直線束 LbΣ の同変切断の空間と定義する. d次元有向コンパクト多様体M に

対応させるベクトル ZM ∈ H∂M は, 切断 e2πiSM を境界条件を固定して積分することで定義する. 特に, M
が境界を持たない場合, ZM ∈ Cは, 関数 e2πiSM を F(M)上で積分して得られる数となる. 既に述べたとお
り, F(M)は有限集合なので, 積分といってもただの有限和である.

ZM は, Dijkgraaf-Witten理論において, 経路積分によって与えた分配関数に相当する. 今の場合, F(M)が
有限集合なので, 通常は困難な経路積分が本当に実行できてしまう. また, 上のHΣの構成は, 普通の Chern-
Simons理論における幾何的量子化の類似になっている. ここでも, F(Σ)が有限集合であるという事実によ
り, 通常の幾何的量子化の手順が大幅に単純化されている.

ここまでが, TQFTの構成の概略である. これを拡張して ETQFTにする構成も大筋は同様である. まず
“古典論”に相当する部分として, 次のような対応付けを構成する:

(d− 2)次元有向コンパクト多様体 S �→ cS ∈ C2(G(S);C(F(S),R/Z)).

もし S に境界がなければ, cS はコサイクルになる. このコサイクルに自然な方法で圏を対応させることによ
り, (d − 2)次元有向閉多様体 S に対応させる圏 ES を定める. bΣ とは, δbΣ = r∗c∂Σ という関係で結ばれて

いる. この関係式をもとに, (d− 1)次元有向コンパクト多様体 Σに対応させる対象HΣ ∈ E∂Σを構成する.
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注意 2.3. 1-コサイクル bΣは, 同変複素直線束という幾何的な対象に対応した. 同様に, 2-コサイクル cS は,
同変 “2-直線束”という幾何的対象に対応すると考えることができる. 形式的には, “2-直線束”とは “(ランク
1の)2-ベクトル空間”をファイバーとするようなファイバー束と捉えることができる. 従って, “切断の空間”
として 2-ベクトル空間を自然に取り出すことができると期待できる. しかしながら, “2-直線束”(より一般に
は “2-ベクトル束”[3, 4])の概念は現在発展途上であり, きちんと定まったものとは言い難い. そのため, 本稿
では結果として得られる (と期待される)圏を 2-コサイクルから直接構成するという方法をとる.

3 古典論

ここでは, 前節で触れた “ゲージ場の空間”F(X)と “ゲージ変換群”G(X)を三角形分割を使ってきちんと
定義する. また, 作用汎関数 SM 等を “転入写像”を使って構成する. これらは, “格子ゲージ理論”の設定に
おいて, Dijkgraaf-Witten理論の古典論を与えていると考えることができる.

3.1 三角形分割

本稿における “多様体X の三角形分割K”とは次のようなものである:

• 普通の意味での三角形分割;

• 各 0-単体に番号付けが与えられている;

• 各単体は番号付けから決まる向きを持っている.

最後の番号付けから決まる向きとは以下のように定めるものである: 0-単体 (頂点)については任意に定め
る. n-単体 (n ≥ 1)に対しては, 標準的な n-単体∆n = {(xi) ∈ Rn+1| xi ≥ 0,

∑
xi ≤ 1}と, 番号付けから定

まる標準的な同一視を使って向きを入れる. 例えば, 1-単体に対しては, 端点の番号が大きい方から小さい方
へ向かう向きが入っている (図 1 参照).

0 2

1

0 1

0

1

2

3

図 1: 番号付けによる単体の向き付け

Kの n-単体の集合をK(n)と書く. n-単体 σ ∈ K(n)はその (n+1)個の頂点に付けられた番号 i0, . . . , inに

よって一意に指定することができるので, σ = σi0···in などと書く. この記法で向きの情報も同時に取り扱う.
すなわち, i0 < . . . < in となっている場合に, σi0···in は上で取り決めた向きを持っているとする. i0, . . . , in
を π(i0), . . . , π(in)と置換した場合には, σπ(i0)···π(i1) = sgn(π)σi0···in と定める.

注意 3.1. 多様体が滑らかならば, 三角形分割をとることができる. (参考: [16])

3.2 ゲージ場の空間

定義 3.2. 有限群 Γを一つ固定する. 多様体X とその三角形分割K に対して F(X,K)を次のように定める:

F(X,K) = {ϕ : K(1) → Γ| ϕ(σi0i1)ϕ(σi1i2) = ϕ(σi0i2),
∀σi0i1i2 ∈ K(2), (i0 < i1 < i2)}.

また, 群 G(X,K)を G(X,K) = {ϕ : K(0) → Γ}により定義する.
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なお, K(1) = ∅のとき F(X,K) = pt, さらにK(0) = ∅のとき G(X,K) = {1}とおく.

以下, X が明らかな場合は, F(X,K) = F(K) などと書く. また, 記述の利便性のため, ϕij = ϕ(σij),
(σij ∈ K(1), i < j)とおき, ϕji = ϕ−1

ij と定める. 同様に, γi = γ(σi), (σi ∈ K(0))と書く.

F(X,K)を “ゲージ場 (接続)の空間”と見なせる根拠は, 次の命題である:

命題 3.3. 多様体 X とその三角形分割K に対して, X 上の主 Γ束の同型類のなす集合M (X)から, 商空間
F(K)/G(K)への全単射が存在する.

証明. 写像M (X)→ F(K)/G(K)の構成は以下の通りである. 多様体X 上の主 Γ束 P → X が与えられた

とする. Γが有限群なので P には自動的に平坦接続が定まっている. 各 0-単体 σiにおいて, P のファイバーの
点 σ̃i ∈ Pσi をとる. 1-単体 σij , (i < j)に沿った平行移動 PTσij : Pσj → Pσi を用いると, PTσij (σ̃j) = σ̃iϕij

を満たす ϕij ∈ Γが一意的に定まる. P の接続が平坦だったことにより, 任意の 2-単体 σijk, (i < j < k)に
対して, ϕijϕjk = ϕik が成立する. すなわち ϕ ∈ F(K)が定まる. 各 0-単体のファイバーの点 σ̃i の取り替え

が丁度 G(K)の作用に対応し, 写像M(X)→ F(K)/G(K)が矛盾なく定まる.
この写像が全射であることを示すための鍵は, K からX のある開被覆 {Ui}を作ると, ϕij を変換関数とし

て, 主 Γ束を再構成できることである. 単射であることを示すための鍵は, X が連結であるとき, ホロノミー
が定める全単射M (X)→ Hom(π1(X),Γ)/Γが, G(K)/F(K)を介して分解することである.

3.3 転入写像

命題 3.4. 有限群 Γをとり固定する. (d − k)次元コンパクト有向多様体 X とその三角形分割 K に対して,
次の自然な順同型が存在する:

τK : Cd(Γ; R/Z) −→ Ck(G(K);C(F(K),R/Z)).

また, K をX の境界 ∂X に制限して得られる三角形分割を ∂K と書くと, 次の関係式が成り立つ:

τKδ = δτK + (−1)kτ∂K .

この命題のために, 補題を幾つか用いる.
多様体X とその三角形分割K に対して, 単体のなすチェイン複体を (C∗(K; Z), ∂)と書く.

補題 3.5. 多様体X , X ′の三角形分割をそれぞれKX , KX′ とする.
(a) 自然な方法で, X ×X ′の三角形分割KX×X′ を構成できる.
(b) 自然なチェイン写像 µ : Cm(KX ; Z)⊗Z Cn(KX′ ; Z)→ Cm+n(KX×X′ ; Z)がある.

証明. KX のm-単体 σi0···im とKX′ の n-単体 σj0···jn に対して, σi0···im × σj0···jn を以下のように単体分割す

ればよい:

σi0···im × σj0···jn =
∑

0≤k1≤···≤km≤n

(−1)k1+···+kmσ(i0,j0)··(i0,jk1 )(i1,jk1 )··(i1,jk2 )···(im,jkm )··(im,jn)

µは, µ(σi0···im ⊗ σj0···jn)を上の式の右辺で定義すればよい.

補題 3.6. 多様体 X とその三角形分割 KX が与えられらとする. ϕ ∈ F(KX) は, チェイン写像 ϕ∗ :
Cm(KX ; Z)→ Cm(Γ; Z)を誘導する. ただし, (C∗(Γ; Z), ∂)は群 Γのチェイン複体である.

証明. ϕ∗(σi0···im) = [ϕi0i1 |ϕi1i2 | · · · |ϕim−1im ]と定義すればよい.

補題 3.7. 多様体X の三角形分割をKX とし, 標準 k-単体∆k の標準的な三角形分割をK∆k
とする. このと

き, 自然な写像 G(KX)k ×F(KX)→ F(K∆k×X)がある.
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証明. γ1, . . . , γk ∈ G(KX), ϕ ∈ F(KX)に対して, Φ ∈ F(K∆k×X)を定めたい. そのためには, σ ∈ K(1)
∆k×X

に対して, Φ(σ) ∈ Γをしかるべく定めればよい. 1-単体 σ ∈ K(1)
∆k×X には, 次の 3種類がある:

(a) σ = σi0 × σj0j1 = σ(i0j0)(i0j1), (σi0 ∈ K(0)
∆k
, σj0j1 ∈ K(1)

X , j0 < j1);

(b) σ = σi0i1 × σj0 = σ(i0j0)(i1j0), (σi0i1 ∈ K(1)
∆k
, σj0 ∈ K(0)

X , i0 < i1);

(c) 上のもの以外.

(a)の形の 0-単体に対しては, Φ(σi0 × σj0j1) = (γi0+1 · · · γkϕ)(σj0j1), (i0 = 0, . . . , k)とおく. (b)の形の 1-
単体に対しては, Φ(σi0i1 × σj0) = (γi0+1 · · ·γi1)(σj0 )とおく. ここまで決めると, Φ ∈ F(K∆k×X)となる条
件 (2-単体の周りのホロノミーが消える)から, (c)の形の 1-単体 σに対する Φ(σ)は自動的に決まる.

命題 3.4の証明. まず τK の構成を説明する. ω ∈ Cd(Γ; R/Z) および (γ1, . . . , γk, ϕ) ∈ G(K)k ×F(K)に対
して, τKω(γ1, . . . , γk;ϕ) ∈ R/Zを次のように定める:

τKω(γ1, . . . , γk;ϕ) = 〈ω|(γ1, . . . , γk, ϕ)∗(µ([∆k]⊗ [X ]))〉.

記号の意味は以下の通りである. 〈 | 〉 : Cd(Γ; R/Z)×Cd(Γ; Z)→ R/Z は群 Γのコチェインとチェインの自
然なペアリング. (γ1, . . . , γk, ϕ)∗ : Cd(K∆k×X ; Z)→ Cd(Γ; Z)は, 補題 3.6と補題 3.7から決まるチェイン写
像. [∆k] ∈ Ck(K∆k

; Z)は∆k そのものが定めるチェイン. [X ] ∈ Cd−k(K; Z)は [X ] =
∑

σ∈K(d−k) εσσと定

めたチェイン. ただし, εσ ∈ {±1}は, σ ∈ K(d−k) の向きがX の向きと一致するとき εσ = 1で, 一致しない
ときには εσ = −1である. 以上のように τK を定義すれば, 命題 3.4に述べられている式は容易に示せる.

3.4 作用汎関数

前節で概説した Dijkgraaf-Witten理論の汎関数等を, 以上の準備をもとにして導入する.

定義 3.8. 有限群 Γと d-コサイクル ω ∈ Zd(Γ; R/Z)を固定する.

(a) d次元コンパクト有向多様体M とその三角形分割K に対して, SK : F(K)→ R/Zを SK = −τKω
で定義する.

(b) (d− 1)次元コンパクト有向多様体 Σとその三角形分割K に対して, bK : G(K)×F(K)→ R/Zを

bK = τKωで定義する.

(c) (d−2)次元コンパクト有向多様体Sとその三角形分割Kに対して, cK : G(K)×G(K)×F(K)→ R/Z

を cK = τKωで定義する.

以上のコチェインが δSK = −r∗b∂K , δbK = r∗c∂K を満たすことは, 命題 3.4から明らかである.

d = 2, 3において, 具体的な表示は以下のようになる:

• d = 2

SK(ϕ) = −
∑

σ012∈K(2)

εσ012ω(ϕ01, ϕ12),

bK(γ;ϕ) =
∑

σ01∈K(1)

εσ01

{
ω(γ0, ϕ01)− ω(γ0ϕ01γ

−1
1 , γ1)

}
,

cK(γ, η;ϕ) = εσω(γ, η, ϕ).
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• d = 3

SK(ϕ) = −
∑

σ0123∈K(3)

εσ0123ω(ϕ01, ϕ12, ϕ23),

bK(γ;ϕ) =
∑

σ012∈K(2)

εσ012

{
ω(γ0, ϕ01, ϕ12)− ω(γ0ϕ01γ

−1
1 , γ1, ϕ12) + ω(γ0ϕ01γ

−1
1 , γ1ϕ12γ

−1
2 , γ2)

}
,

cK(γ, η;ϕ) =
∑

σ01∈K(1)

εσ01

{
ω(γ0, η0, ϕ01)− ω(γ0, η0ϕ01η

−1
1 , η1) + ω(γ0η0ϕ01η

−1
1 γ−1

1 , γ1, η1)
}
.

以上の式の中にあらわれる εσ は次のように定められている: n次元有向多様体X とその三角形分割K の n-
単体 σ ∈ K(n)に対して, σと多様体の向きが同じならば εσ = 1，逆ならば εσ = −1と定める.

4 TQFTの構成

ここでは, Dijkgraaf-Witten理論から得られる TQFTを構成する. 2節で述べたような TQFTを構成する
前段階として, まず “三角形分割つき多様体に対する TQFT”を構成する. その後で, 三角形分割への依存性
を取り除くことで, 定義 2.1にあるような TQFTが得られる. なお, 例は最後の節で与える.

4.1 三角形分割つき多様体に対するTQFTの構成

定理 4.1. 有限群 Γとその d-コサイクル ωを固定して, 次の対応付けを考える.

(a) (d− 1)次元有向閉多様体 Σとその三角形分割 Lに, 次のベクトル空間H(Σ,L)を対応させる:

H(Σ,L) = {ψ : F(L)→ C| ψ(γ.ϕ) = e2πibL(γ;ϕ)ψ(ϕ), ∀(γ, ϕ) ∈ G(L)×F(L)}.
(b) d次元有向コンパクト多様体M とその三角形分割K に, 次の Z(M,K) ∈ H∂(Σ,K) を対応させる:

Z(M,K)(ϕ) =
1

|′K(0)|
∑

ϕ̃∈F(K)
∂ϕ̃=ϕ

e2πiSK(ϕ̃).

ただし, |′K(0)|はM の内部にあるK の 0-単体の数である.

上の対応付けは, 以下の性質を持つ:

1. (d− 1)次元多様体の間の向きを保つ微分同相 f : Σ→ Σ′は, 同型H(Σ,L) → H(Σ′,f(L))を誘導する. さ
らに, d次元多様体の間の向きを保つ微分同相 F : M → M ′が誘導する同型 H∂(M,K) → H∂(M ′,F (K))

は, Z(M,K)を Z(M ′,F (K))に移す.

2. 自然な同型H(Σ∗,L∗)
∼= H∗

(Σ,L)がある. ただし, L∗ = Lである.

3. (d − 1)次元多様体とその三角形分割 (Σ, L), (Σ′, L′)に対して, 自然な同型 H(Σ�Σ′,L�L′)
∼= H(Σ,L) ⊗

H(Σ′,L′) がある. また, d 次元多様体とその三角形分割 (M1,K1) と (M2,K2) があり, 境界において
∂(M1,K1) = (Σ1, L1) � (Σ, L), ∂(M2,K2) = (Σ∗, L∗) � (Σ2, L2)だとする. (M1,K1)と (M2,K2)を
(Σ, L)に沿って貼りあわせて (M,K)が得られているとき, H(Σ,L) と H(Σ∗,L∗) の自然なペアリングが

導く写像は, Z(M1,K1)�(M2,K2) を Z(M,K)に移す.

証明. 1番目の性質は, 転入写像 τK が自然な写像であったことを思い出すと, 構成から明らか. 2番目の同型
はH(Σ,L) が次のような非退化双一次形式を持つことから従う.

〈 · 〉 : H(Σ∗,L∗) ⊗H(Σ,L) −→ C, 〈ψ′ ⊗ ψ〉 = 1
|L(0)|

∑

ϕ∈F(L)

ψ′(ϕ)ψ(ϕ).

3番目の性質も τK の性質とH(Σ,L), Z(M,K)の構成から容易に示せる.
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定義 2.1における 4番目の公理 (non-trivial)に相当する性質は次の通りである:

補題 4.2. (d− 1)次元有向閉多様体とその三角形分割 (Σ, L)が与えれたとする. Σ× [0, 1]に対して, 補題 3.5
にあるような三角形分割K をとる. このとき, Z(Σ×[0,1],K) : H(Σ,L) → H(Σ,L) は恒等写像である.

証明. ϕ � ϕ′ ∈ F(∂K)に対して, 次の同一視ができる (参考: 補題 3.7).

{ϕ̃ ∈ F(K)| ∂ϕ̃ = ϕ � ϕ′} ∼= {γ ∈ G(L)| γ.ϕ = ϕ′}.

上の同一視のもとで, SK(ϕ̃) = bL(γ;ϕ)が成り立つ. 従って, ψ ∈ H(Σ,L) に対して次を得る:

(Z(Σ×[0,1],K)ψ)(ϕ′) =
1
|L(0)|

∑

ϕ∈L

∑

γ∈G(L)
γ.ϕ=ϕ′

δγ.ϕ,ϕ′e2πibL(γ;ϕ)ψ(ϕ) = ψ(ϕ′).

ただし, δγ.ϕ,ϕ′ は, γ.ϕ = ϕ′ のとき 1でそれ以外は 0, というデルタ関数である.

4.2 TQFTの構成

三角形分割つきの TQFTから, 三角形分割に依らない TQFTを構成する議論の概要は次の通りである.

1. 定理 4.1の三角形分割つき TQFTは, 群のコサイクル ω ∈ Zd(Γ; R/Z)を固定して構成した. (d − 1)-
コチェイン θに対し, d-コサイクル ω′ = ω + δθから構成した三角形分割つき TQFTは, ωから構成し
たものと “同型”である. (適当な自然変換で移りあう.) 従って, ωから構成した三角形分割つき TQFT
としての情報は, ω のコホモロジー類のみに依存する. 一般に, d-コサイクル ω はそのコホモロジー類

の中で取り替えて, 次のように正規化できる:

ω(. . . , 1, . . . ) = ω(. . . , γ, γ−1, . . . ) = 0.

そこで始めから正規化されたコサイクルをとったと仮定する.

2. d次元多様体M とその三角形分割 K に対して, M の内部で K を細分したものを K ′ とする. この
とき ω が正規化されていることとコサイクルであることから, Z(M,K) = Z(M,K′) が成り立つ. (特に,
∂M = ∅ならば Z(M,K) ∈ CはK に依存せず, M の不変量になる.)

3. (d− 1)次元多様体 Σの三角形分割 L, L′に対し, Σ× [0, 1]の三角形分割K であって ∂K = L∗ �L′と
なるものから, ZL′,L : H(Σ,L) → H(Σ,L′) という同型が得られる. これはK のとり方に依らない. また,
定理 4.1より, ZL′′,L ◦ZL′,L = ZL′′,Lを満たすことがわかる. そこで Σに対応させるベクトル空間HΣ

を, HΣ =
⊔

LH(Σ,L)/ ∼=と定める. ただし ∼=は ZL′,L 達が定める同値関係である.

4. d次元多様体M とその三角形分割K, K ′に対して, Z∂K′,∂K(Z(M,K)) = Z(M,K′) が成り立つ. 従って,
M に対して ZM ∈ H∂M が矛盾なく定まる. 対応付け Σ �→ HΣ, M �→ ZM が TQFTになることは, 定
理 4.1の性質を用いると示すことができる.

注意 4.3. d = 3のとき, 本稿における Dijkgraaf-Witten理論からの TQFTの構成は, [17]における構成と,
途中の過程で異なる. しかし最終的に同じ TQFTが得られていることを確かめることができる.

5 2-ベクトル空間

ETQFTでは, 余次元 2の多様体に “2-ベクトル空間”という圏を対応させるのであった. ここでは, 本稿で
用いる 2-ベクトル空間について説明する.
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5.1 圏化

数学においては, 群, 多様体など, なんらかの構造を持つ集合が考察の対象になることが多い. おおまかに
言えば, “圏化”とは「構造を持つ集合」を「構造を持つ圏」に持ち上げる, という考え方である.

例えば, 複素数の集合 Cは環として次のような構造を持つ:

和 + : C× C −→ C, 積 · : C× C −→ C.

それぞれの演算には, 単位元 0 ∈ Cと 1 ∈ Cがある. Cの一つの圏化は, (有限次元)ベクトル空間のなす圏 C

である. これは複素数の演算に対応して, 次のような関手を持つ:

直和 ⊕ : C × C −→ C , テンソル積 ⊗ : C × C −→ C .

それぞれの “演算”には, 単位元に相当する対象として, {0} ∈ C 及び C ∈ C がある.

上の圏化をもとにすると, 空間X 上のベクトル束は, 複素数値関数を圏化したものと考えることができる:
簡単のため, X は有限集合だとする. すると, 関数 f : X → Cとは, 複素数の族 {f (x)}x∈X と情報として同

等である. 形式的に f : X → Cを圏化したものは, F : X → C という関手である. (X は, X の元を対象と
して, 射が恒等射しかない圏とみなせる.) F の情報は, ベクトル空間の族 {F (x)}x∈X と同等である. これは,
X が離散的なので, X 上のベクトル束とみなすことができる. さらに, 上の状況では, ベクトル束の切断の空
間をとるという操作 F �→ Γ(X,F ) = ⊕x∈XF (x)を, 複素数値関数の積分操作 f �→∑

x∈X f(x)を圏化したも
の, と解釈することもできる.

2-ベクトル空間とはベクトル空間を圏化したものである. C-ベクトル空間 E は次の構造を持っていた:

和 + : E × E −→ E, スカラー積 · : C× E −→ E.

これを圏化したものは, 圏 E であって, 上の演算に対応する次の関手を持つものである:

“直和” ⊕ : E × E −→ E , “スカラー積” ⊗ : C × E −→ E .

きちんとした 2-ベクトル空間の定義 ([11])では, 上のような関手が “分配法則”等の性質を満たすことを要
請する. しかしながら, 本稿ではそういった定義は述べない. きちんと述べるのはそれなりに紙数を消費する
し, 本来の目的であった ETQFTの構成のためには, 2-ベクトル空間の “双対空間”や “テンソル積”などもさ
らに導入する必要がある. そこで, こういった定義を長々と述べる代わりに, 次小節で説明するような, ある
具体的な方法で構成をした圏をもって 2-ベクトル空間とする方針をとる.

5.2 捻れたベクトル束の圏

本稿では次に定義されるタイプの圏を 2-ベクトル空間の意味で使うことにする.

定義 5.1. 有限集合X に有限群 Gが作用していたする.

(a) 2-コサイクル c ∈ Z2(G;C(X,R/Z)) で捻られた X 上の G-同変ベクトル束とは, X 上のベクトル束
E → X と同型 ρ(g;x) : Ex → Egx, (g ∈ G,x ∈ X)であって,

ρ(g;hx)ρ(h;x) = e2πic(g,h;x)ρ(gh; x)

を満たすものの対 (E, ρ)のことである.

(b) X 上の cで捻られた G-同変ベクトル束のなす圏を EG(X ; c)と書く. (射は, ベクトル束の間の写像で
あって, “捻れた群作用”ρを保つものである.)
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例えば, c = 0ならば, EG(X ; c)は X 上の通常の G-同変ベクトル束のなす圏である. 一方, X = ptなら
ば, EG(X ; c)は c ∈ Z2(Γ; R/Z)をコサイクルとするGの射影表現のなす圏である. さらに, G = {1}ならば,
EG(X ; c)はベクトル空間のなす圏 C と同一視できる.

圏 EG(X ; c)は, ベクトル束の直和とテンソル積によりに定まる次の関手を持つ:

⊕ : EG(X ; c)× EG(X ; c) −→ EG(X ; c), ⊗ : EG(X ; c)× EG(X ; c′) −→ EG(X ; c+ c′).

(これらにより, EG(X ; c)は前小節で述べたような “2-ベクトル空間”の構造を持つことがわかる. ) また, G-空
間X からH-空間 Y への同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y )に対し, pull-back関手 Φ∗ : EH(Y ; c)→ EG(X ; Φ∗c)
と push-foward関手 Φ! : EG(X ; Φ∗c)→ EH(Y ; c)がある. (Push-forwardの導入は次小節で行う.)

2-ベクトル空間の “テンソル積”と “双対空間”を, 本稿では次のように定める:

EG(X ; cX)⊗ EH(Y ; cY ) := EG×H(X × Y ; cX + cY ), EG(X ; c)∗ := EG(X ;−c).

明らかに, 自然な関手 EG(X ; cX)× EH(Y ; cY )→ EG(X ; cX)⊗ EH(Y ; cY )がある. 一方で, EG(X ; c)∗の対象
は関手 EG(X ; c)→ C を誘導する. 実際, 自然な “ペアリング”関手を次のように定義することができる:

p!∆∗ : EG(X ; c)∗ ⊗ EG(X ; c) −→ C .

ただし, ∆ : (G,X)→ (G×G,X ×X)は対角写像であり, p : (G,X)→ ({1}, pt)である.

5.3 Push-forward

前節で触れた push-fowardは, 圏 EG(X ; c)において “積分”に相当するものである. ここではその定義と性
質について解説する. ここで登場する群Gや空間Xは,全て有限であると仮定する. 単にΦ : (G,X)→ (H,Y )
と書いたら, これは G-空間X からH-空間 Y への同変写像を表す. すなわち, 写像 Φ : X → Y であって, 順
同型 Φ : G→ H を介して, 群作用を保つ写像のことである.

補題 5.2. 同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y )であって, Φ : G→ H が全射なものに対し, 次の関手が存在する:

IΦ : EG(X ; Φ∗c) −→ EH(Y ; c).

証明. 捻れたベクトル束 (E, ρ) ∈ EG(X ; Φ∗c)に対し, (E′, ρ′) ∈ EH(Y ; c)を以下のように定める. ベクトル
束 E′ → Y の y ∈ Y におけるファイバー E′

y は次のとおりである:

E′
y = Γ(Φ−1(y), E|Φ−1(y))KerΦ.

同型 ρ′(h; y) : E′
y → E′

hy は, Φ(g) = hとなる g ∈ Gの, ρを介した Eの切断の空間への作用を用いて定める.
すると, 対応付け (E, ρ) �→ (E′, ρ′)は捻れベクトル束の写像を保ち, 関手 IΦ を与える.

G-空間X が与えられたとき, g ∈ Gは (γ, x) ∈ G×X へ二種類の方法で作用する:

左作用 (γ, x) �→ (gγ, x), 対角作用 (γ, x) �→ (γg−1, gx).

作用込みでGを考えるときは, GL (左作用), GD (対角作用)と書く. これらの作用は明らかに交換する. また,
∂i : G×X → Xを ∂0(γ, x) = x, ∂1(γ, x) = γxと定める. これらの写像は,同変写像 ∂0 : (GL×GD, G×X)→
({1} ×G,X), 及び ∂1 : (GL ×GD, G×X)→ (G× {1}, X)を与える.

補題 5.3. G-空間X と c ∈ Z2(G;C(X ; R/Z))に対し, 複素直線束 Λc → G×X が存在し次の性質を持つ:

(i) −∂∗0cで捻られた GD-同変ベクトル束 (Λc, πD)を与える.

(ii) ∂∗1cで捻られたGL-同変ベクトル束 (Λc, πL)を与える.
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証明. Λc = C, πD(g; (γ;x)) = exp(−2πic(γg−1, g;x)), πL(g; (γ, x)) = exp 2πic(g, γ;x)とすればよい.

定義 5.4. H-空間 Y と部分群H ′ ⊂ H に対し, 関手:

A H′
H : EH′(Y ; c) −→ EH(Y ; c)

を次の関手の合成として定義する.

EH′(Y ; c)
∂∗
0−→ EHL×H′

D
(H × Y ; ∂∗0c)

Λc⊗−→ EHL×H′
D

(H × Y ; ∂∗1c)
I∂1−→ EH(Y ; c).

ただし, H ′
D = H ′ ⊂ HD である.

一般に, Φ : (G,X)→ (H,Y )は次のように分解する:

G

��

�� �� Φ(G)

��

� � �� H

��
X �� Y Y.

定義 5.5. 同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y )に対し, push-forward関手を Φ! = A
Φ(G)

H ◦ IΦ と定義する:

Φ! : EG(X ; Φ∗c) −→ EH(Y ; c).

以上のように定義した push-forward関手が持つ性質の幾つかを, 証明なしで述べておく:

命題 5.6. Push-forward関手に対して以下が成立する.

(a) 同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y ), Ψ : (H,Y )→ (K,Z)に対して, 以下の自然同型 (自然変換であって関
手の同型を導くもの)が存在する:

Ψ! ◦ Φ! ⇒ (Ψ ◦ Φ)! EG(X ; Φ∗Ψ∗c) −→ EK(Z; c),

id! ⇒ id EG(X ; c) −→ EG(X ; c),

Φ! ◦ (id⊗ Φ∗)⇒ Φ! ⊗ id EG(X ; Φ∗c′)× EH(Y ; c) −→ EH(Y ; c′ + c).

(b) G-空間Xに正規部分群N ⊂ Gが自由に作用するとする. 自然な射影から得られる同変写像π : (G,X)→
(G/N,X/N)に対し, 自然同型 π!π

∗ ⇒ id, π∗π! ⇒ idがある.

(c) 同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y )であって, Φ : G → H 及び Φ : X → Y が単射であるものに対して, 自
然同型 Φ∗Φ! ⇒ idがある.

注意 5.7. 同変直線束の切断の空間に対しても, push-forward Φ! を定義することができる. 1-コサイクル
b ∈ Z1(G;C(X ; R/Z))が定める同変直線束を Lb と書き, その同変切断の空間を Γ(X,Lb)G と書く. すると,
同変写像 Φ : (G,X)→ (H,Y )に対して, push-forward は次のように定義される:

Φ! : Γ(X,Φ∗Lb)G −→ Γ(Y, Lb)H , (Φ!s)(y) =
1
|H |

∑

h∈H

e2πib(h;h−1y)
∑

x∈Φ−1(h−1y)

s(x).

6 ETQFTの構成

この節では 4節で構成した TQFTの拡張を構成する. 例は 7節で与える.
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6.1 三角形分割つき多様体に対するETQFTの構成

定理 6.1. 有限群 Γとその d-コサイクル ωを固定して, 次の対応付けを考える.

(a) (d− 2)次元有向閉多様体 S とその三角形分割 Lに, 次の圏を対応させる:

E(S,L) = EG(L)(F(L); cL).

(b) (d− 1)次元有向コンパクト多様体 Σとその三角形分割K に, 次の対象を対応させる:

(H(Σ,K), ρ(Σ,K)) = r!(C, e2πibK ) ∈ E∂(Σ,K).

上の対応付けは, 以下の性質を持つ:

1. (d − 2)次元多様体の間の向きを保つ微分同相 f : S → S′ は, 圏の同値 E(S,L) → E(S′,f(L)) を誘導す

る. さらに, (d − 1)次元多様体の間の向きを保つ微分同相 F : Σ → Σ′ に対し, 誘導された圏の同値
E∂(Σ,K) → E∂(Σ′,F (K))によるH(Σ,K) の像はH(Σ′,F (K)) と自然に同型になる.

2. 自然な圏の同値 E(S∗,L∗)
∼= E ∗

(S,L)がある.

3. (d− 2)次元多様体とその三角形分割 (S,L), (S′, L′)に対して, 自然な圏の同値

E(S�S′,L�L′)
∼= E(S,L) ⊗ E(S′,L′)

がある. また, (d − 1) 次元多様体とその三角形分割 (Σ1,K1) と (Σ2,K2) があり, 境界において
∂(Σ1,K1) = (S1, L1) � (S,L), ∂(Σ2,K2) = (S∗, L∗) � (S2, L2) だとする. (Σ1,K1) と (Σ2,K2) を
(S,L)に沿って貼りあわせて (Σ,K)が得られているとき, E(S,L) と E(S∗,L∗) のペアリング関手による

H(Σ1,K1)�(Σ2,K2) の像は, H(M,K) と自然に同型になる.

証明. 3の後半以外は定義より明らかである. 3の後半の証明を, 記号簡略化のため, S1 = S2 = ∅, と仮定し
て行う. (一般の場合も同様である.) まず, 次の可換図式に注意する.

F(Σ1,K1)×F(Σ2,K2)
ζ←−−−− F(Σ,K) F(Σ,K)

r1×r2

� j

� r

�

F(S,L)×F(S∗, L∗) ∆←−−−− F(S,L)
p−−−−→ pt.

ただし, ζ と j は自然な包含写像 Σ1 � Σ2 → Σと S → Σからそれぞれ誘導されている. 構成から,

ζ∗(r1 × r2)∗cL�L∗ = j∗cL, ζ∗bK1�K2 = bK ,

となることがわかる. 従って, 次の自然同型を示せればよい.

∆∗ ◦ (r1 × r2)! ⇒ j! ◦ ζ∗.

これは, ζ が単射であること, ϕ ∈ F(L)に対して次の集合が一致すること:

(r1 × r2)−1(∆(ϕ)) = ζ(j−1(ϕ)),

および, (r1 × r2)!ζ! ⇒ ∆!j! という自然同型があることを使うと示すことが出来る.

注意 6.2. 定理 4.1も注意 5.7で触れた push-forwardを用いて定式化することができる.
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6.2 ETQFTの構成

TQFTの場合と同様にして, 定理 6.1から三角形分割への依存性を取り除くと ETQFTが得られる.

定理 6.3 ([7]). 有限群 Γとその d-コサイクル ωに対し, 次の対応付けを構成できる:

(d− 2)次元有向閉多様体 S �→ 圏 ES ;
(d− 1)次元有向コンパクト多様体 Σ �→ 対象HΣ ∈ E∂Σ.

この対応付けは, 以下の性質を持つ:

1. (d− 2)次元多様体の間の向きを保つ微分同相 f : S → S′は, 圏の同値 ES → ES′ を誘導する. さらに,
(d− 1)次元多様体の間の向きを保つ微分同相 F : Σ→ Σ′に対し, 誘導された圏の同値 E∂Σ → E∂Σ′ に

よるHΣ の像はHΣ′ と自然に同型になる.

2. 自然な圏の同値 ES∗ ∼= E ∗
S がある.

3. (d− 2)次元多様体 S, S′ に対して, 自然な圏の同値 ES�S′ ∼= ES ⊗ ES′ がある. また, (d− 1)次元多様
体 Σ1と Σ2 があり, 境界において ∂Σ1 = S1 � S, ∂Σ2 = S∗ � S2だとする. Σ1と Σ2 を S に沿って貼

りあわせて Σが得られているとき, ES と ES∗ のペアリング関手によるHΣ1�Σ2 の像は, HΣと自然に同

型になる.

以下, 証明の概略を述べる. ポイントとなるのは圏 ES の構成である. まず次の補題に注意する.

補題 6.4. (d− 2)次元有向閉多様体 S の三角形分割 L, L′が与えられたとする. S × [0, 1]の三角形分割Ki

であって ∂Ki = L∗ � L′となるものに対し, 定理 6.1から得られる関手をHi : E(S,L) → E(S,L′) とする. この
とき自然同型 θi,j : Hj ⇒ Hiであって θi,j ◦ θj,k = θi,k となるものを構成できる. (Kj 等は別の三角形分割.)

この補題は, S × [0, 1]を二つくっつけた多様体 S × S1が, d次元多様体 S ×D2の境界になっていること

を用いると示せる (“ZS×D2”に相当するものを考えると, 補題の θij が構成できる.)が, 詳細は省略する.

上の補題を用いて, (d− 2)次元有向閉多様体 S に対応させる圏 ES を次のように構成する:

• ES の対象は Obj(ES) =
⊔

L Obj(E(S,L))とする. ただし Lは S の勝手な三角形分割である.

• 対象 E ∈ E(S,L), E′ ∈ E(S,L′) に対して, 射の集合 HomES (E,E′)を次の方法で定義する.

1. S の三角形分割 Lαに対して次のように定める:

Homα(E,E′) =
⊔

K,K′
HomE(S,Lα)(HK(E),HK′(E′))/ � .

ただし, K とK ′は, S × [0, 1]の三角形分割であって, ∂K = L∗ � Lα, ∂K ′ = L′∗ � Lα となるも

のである. また�は補題 6.4における自然同型を用いて定義される同値関係である.

2. S の三角形分割 Lα, Lβ に対して, S × [0, 1]の三角形分割K であって ∂K = L∗
α � Lβ となるもの

から, 同型 Fαβ : Homβ(E,E′)→ Homα(E,E′)が導かれる. この写像はK のとり方によらない.
そこで Fαβ が定める同値関係 ∼=を用いて, 次のように定める:

HomES (E,E′) =
⊔

Lα

Homα(E,E′)/ ∼= .

HomE(S,Lα)(HK(E),HK′(E′))における射の合成から, HomES (E,E′)における射の合成が定まる. また, 各
対象に対する恒等写像も明白な形で定義でき, ES が圏になることを示せる.

こうして構成した圏 ES を (d − 2)次元多様体 S に対応させたとき, (d− 1)次元多様体 Σに対応する対象
HΣ ∈ E∂Σ を H(Σ,K) ∈ E∂(Σ,K) から矛盾無く定めることができる. 圏 ES に対する双対 E ∗

S 及びテンソル積

ES ⊗ ES′ を, 構成もとの E ∗
(S,L)及び E(S,L) ⊗ E(S′,L′) を使って定めることにする. すると定理 6.3の残りの性

質は定理 6.1から従う.
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7 例

d = 2と d = 3の場合に, 比較的簡単に計算できる例をあげる.

7.1 d = 2の場合

一般に, 2次元TQFTからFrobenius代数と呼ばれる代数が得られ, この代数構造で 2次元TQFTは決定さ
れる (参考: [13]). Frobenius代数とは,単位元を持つ可換で結合的な代数 (A, ·)と非退化内積 〈 〉 : A⊗A→ C

の対であって, 〈(a ·b)⊗c〉 = 〈a⊗(b ·c)〉が a, b, c ∈ Aに対して成り立つものである. 2次元TQFTとFrobenius
代数との関係は, A = HS1 である. 三つ穴の球面 (pair of pants)が Aの積構造に, シリンダーが非退化内積
に, そして円板D2が単位元に対応する.

d = 2の場合, 群 Γの 2-コサイクル ωから 2次元 TQFTが得られる. これに対応する Frobenius代数を具
体的に計算してみる. S1 の三角形分割 Lをとると, HS1 と H(S1,L) の間の同型が得られる. そこで, 三角形
分割として 3つの 0-単体と 3つの 1-単体で与えられるものを考える (図 2 参照). この三角形分割に対して,
F(L) = G(L) = Γ3である. ここで, G(L)の部分群 G′(L) = {γ : K(0) → Γ| ϕ(σ0) = 1} ∼= Γ2を考えると, こ
れは G(L)の正規部分群であって F(L)に自由に作用する. (同様の主張が, 連結な多様体X の三角形分割K

に対して一般に成立する. )

1

20

ϕ01 ϕ12

ϕ02

図 2: S1の三角形分割

ベクトル空間 H(S1,L) は, F(L) 上の G(L)-同変直線束の同変切断の空間として定義された. 上の注意よ
り, H(S1,L)は, F(L)/G′(L)上の G(L)/G′(L)-同変直線束の切断の空間と同型になる. Γと F(L)/G′(L)の同
一視を, 単射 Γ → F(L), ϕ �→ (ϕ01, ϕ12, ϕ02) = (1, ϕ, 1)から誘導されるものを用いて行う. 対応する Γと
G(L)/G′(L)の同一視は, 対角写像 Γ → G(L), γ �→ (γ, γ, γ)から誘導される. この同一視のもとで, H(S1,L)

は次のベクトル空間H と同一視できる.

H = {ψ : Γ→ C| ψ(γϕγ−1) = e2πib(γ;ϕ)ψ(ϕ), ∀(γ, ϕ) ∈ Γ× Γ}.

ただし, b ∈ Z2(Γ;C(Γ,R/Z))は次で定義される.

b(γ;ϕ) = ω(γ, ϕ)− ω(γϕγ−1, γ) = ω(γ, ϕ) + ω(γϕ, γ−1).

三つ穴の球面 (pair of pants) Y に対応するベクトル ZY ∈ H∗
S1 ⊗H∗

S1 ⊗HS1 を計算するために, Y の三
角形分割K として, 図 3 にあるものを考える. G(K)には, G′(L)× G′(L)× G′(L)が正規部分群として含ま
れており, F(K)に自由に作用する. 上で述べた同一視 F(L)/G′(L) ∼= Γのもとで, 次のような同一視が得ら
れる. (g = ϕ12, h = ϕ45, k = ϕ78 と対応している.)

F(K)/(G′(L)× G′(L)× G′(L)) = {(g, h, k, a, b) ∈ Γ5| b−1hba−1ga = k}.

これを用いると, 同一視H ∼= H(S1,L) のもとで, ZY : Γ× Γ× Γ→ Cは次のようになる.

ZY (g, h, k) =
∑

a,b∈Γ

b−1hba−1ga=k

exp 2πi{ω(b−1hb, a−1ga) + ω(a−1, g) + ω(a−1g, a) + ω(h, b) + ω(b−1, hb)}.
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6

78

図 3: ３つ穴球面の三角形分割 (σ678 の分割から σ012 と σ345 を除く)

また, このベクトルに対応する写像 ZY : H ⊗H → H は, 次のようになる.

(ZY (ψ ⊗ ψ′))(k) =
1
|Γ|

∑

g,h∈Γ

ZY (g, h, k)ψ(g)ψ′(h)

=
∑

g,h
hg=k

e2πiω(h,g)ψ(g)ψ′(h) =
∑

g,h
gh=k

e2πiω(g,h)ψ(g)ψ′(h).

2次元円板D2に対応する ZD2 ∈ HS1 は, H において 1 ∈ Γに台を持つデルタ関数としてあらわせる. 従っ
て, Y の一つの S1をD2で塞いだシリンダー C に対応する写像 ZC : H ⊗H → Cは次で与えられる.

ZC(ψ ⊗ ψ′) =
∑

g∈Γ

ψ(g)ψ′(g−1).

有限群 Γと 2-コサイクル ωに対して, 捻れた群環 Cω[Γ]という概念がある [12]. これは, εγ , (γ ∈ Γ)を基
底として, εγ · εη = exp 2πiω(γ, η)εγηで定義される積を持つ代数である. ここまでの計算結果から, HS1 ∼= H

に ZY から定まる積を導入した代数は, Cω[Γ]の中心がなす部分代数と一致することがわかる.

次に d = 2のときに得られる TQFTの拡張を見る. 0次元多様体 ptに対応する圏は Ept = EΓ(pt, ω)と
なる. つまり, Γの射影表現であって, ω をコサイクルとするもののなす圏である. 境界を持つ 1次元多様体
[0, 1]に対応する対象H[0,1] は, Cω[Γ]を, 左右の Γ作用によって Γ× Γの射影表現とみなしたものとなる.

Γの既約射影表現であって ωをコサイクルとするものは, ある有限個の既約表現 Vλ, (λ = 1, . . . , n)のどれ
かに同型である. Γ× Γの射影表現として, Cω[Γ] = ⊕n

λ=1Vλ ⊗ V ∗
λ と分解する. 従って, 対象H[0,1]が導く関

手H[0,1] : Ept → Ept は恒等関手に自然同型である.

注意 7.1. [15]において, open/closed topological field theoryという概念が導入された. これも TQFTの一
つの拡張であり, 通常のTQFTにおいて余次元 1の多様体として閉じたものしか考えないところを, 開いた多
様体を含むように拡張したものである. [15]では 2次元の open/closed TFTを詳しく扱っており, その一例と
して有限群 Γから構成した TQFTを拡張している. [15]の例の TQFTの部分と, この小節の TQFTは一致
しており, 拡張部分同士も関係があると考えられる. (実際, [15]における “category of boundary conditions”
は, Eptそのものと言ってよい.)
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7.2 d = 3の場合

d = 3の場合, 群 Γの 3-コサイクル ωから 3次元 TQFTとその拡張が得られる. ここでは拡張部分の例を
あげる. (TQFTの部分は, 例えば, [6, 17]に詳しく記述されている.)

余次元 2の多様体 S1には圏 ES1 が対応した. S1の任意の三角形分割 Lに対して, E(S1,L)は ES1 と同値な

圏である. 三角形分割 Lとして, 図 2 のようなものをとる. すると, F(L)上の G(L)-同変な捻れベクトル束
の圏と, F(L)/G′(L)上の G(L)/G′(L)-同変な捻れベクトル束の圏は同値な圏である. 後者の圏は, 前小節で
用いた同一視 F(L)/G′(L) ∼= Γのもとで, Γ上の Γの共役作用で同変な捻れベクトル束の圏 EΓ(Γ; c)と同一
視できる. ただし, 2-コサイクル c ∈ Z2(Γ;C(Γ,R/Z))は次のように与えられる:

c(γ, η;ϕ) = ω(γ, η, ϕ)− ω(γ, ηϕη−1, η) + ω(γηϕη−1γ−1, γ, η).

2次元多様体 Y に対応して, 関手HY : ES1 × ES1 → ES1 が誘導される. Y の三角形分割K として, 図 3 の
ものをとる. Push-forwardと商をとる操作が可換であることより, 前小節で用いた同一視のもとで, 関手HY

は次の関手に対応する.
rout!r

∗
in : EΓ(Γ; c)× EΓ(Γ; c)→ EΓ(Γ; c).

ただし, rin と rout は次の通りである.

Γ× Γ F(K)/(G′(L)× G′(L)× G′(L))
rin�� rout �� Γ

(g, h) (g, h, k, a, b)��� � �� k

さらに, push-forward関手の定義に戻って考えると, 関手 rout!r
∗
inは次の関手に自然同型であることがわかる:

µ!ι
∗ : EΓ(Γ; c)× EΓ(Γ; c)→ EΓ(Γ; c).

ここで, 同変写像 ιと µは次の通りである.

(Γ× Γ,Γ× Γ) (Γ,Γ× Γ)ι�� µ �� (Γ,Γ)

((γ, γ), (g, h)) (γ, (g, h))��� � �� (γ, gh)

2次元多様体 Y から定まる上の関手 EΓ(Γ; c)×EΓ(Γ; c)→ EΓ(Γ; c)は, 圏 EΓ(Γ; c)にモノイド圏 (monoidal
category), 或いは, テンソル圏 (tensor cateogory)の構造を与える. さらに他の 2次元多様体等を用いれば,
圏 EΓ(Γ; c)は, braided monoical categoryであって, balancingと dualityを持つものになる ([7, 8]).
こういった性質をもつ圏の典型例は, ある種の準Hopf代数の表現のなす圏として実現される. (テンソル積

表現をとる操作がモノイド圏の構造を与える.) 今の場合, 圏 EΓ(Γ; c)はDijkgraaf-Pasquier-Rocheの準 Hopf
代数の表現のなす圏と同値となる [7, 8]. この対応は (E, ρ) ∈ EΓ(Γ; c)に対して, 1 ∈ Γにおける E のファイ

バーを対応させることで得られる.

圏 EΓ(Γ; c)の対象の同型類達がなす半群にGrothendieck構成を施して得られる群をKΓ(Γ; c)と書く. 上で
述べた圏の同値関係を集合の同値関係に落とせば, 準 Hopf代数の表現のなすモノイド圏のフュージョン代数
(fusion ring)が, 一種の同変K 群であるKΓ(Γ; c)と同型になるという結論になる. 一方で, Freed-Hopkins-
Teleman ([10]) により, 一般のコンパクト Lie群Gに対し, Gのループ群の表現のなす Verlinde代数 (フュー
ジョン代数)が, Gの同変捻れK コホモロジー ([2])と同型になる, という結果が得られている. この結果は,
有限群 Γを考えたときに得られた Dijkgraaf-Pasquier-Rocheの準 Hopf代数のフュージョン代数とKΓ(Γ; c)
の関係を, コンパクト Lie群の場合に一般化したものと見ることができる. 彼らの証明 [10]に ETQFTはあ
らわれないが, 彼らの結果を得るに到った背景に ETQFTがあったことが [9]に述べられている.
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