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1. |α′(t)| = 1である曲線 αについて，
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はR3の正規直交系をなす（つまり，いずれも長さ 1で，互いに直交する）ことを示せ（次回
の講義でやります）．

2. 次の曲線はいずれも |α′(t)| = 1であることを確かめ，Frenet-Serret装置
{κ(t), τ(t),T(t),N(t),B(t)}を求めよ．ただし (2)では |t| < 1とする．
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3. (1) 正則曲線α(t) = (et cos t, et sin t, et)について，次の手順に従い，速度ベクトルの長さが

常に 1となるようにパラメータ変換せよ．

(i) 速度ベクトル場 α′(t), その長さ |α′(t)|を求めよ．

(ii) 長さ関数 l(t) =

∫ t

0

|α′(t)|dtを計算せよ．

(iii) s = l(t)の逆関数 t = g(s)を求めよ．

(iv) β(s) = α(g(s))とおき，|β′(s)| = 1であることを確認せよ．

(2) 上で求めた曲線 β(s)について，Frenet-Serret装置を求めよ．

4. 次の曲線について，前問 1. と同様にパラメータ変換し，Frenet-Serret装置を求めよ．

(1) α(t) =

r cos t

r sin t

ht

 , (2) α(t) =
1√
2

cosh t

sinh t

t

 , (3) α(t) =
1

2

cos−1 t− t
√
1− t2

1− t2

0


ただし cosh t = et+e−t

2
, sinh t = et−e−t

2
, また (3)では |t| < 1, 0 < cos−1 t < πとする．

（ヒント）

1. |T(t)| = 1（定数）だから (|T(t)|2)′ = 0 = 2⟨T(t),T′(t)⟩. 補題 1.2 (e)と，4/11の演習 2. (4)

も使う．

3. (iii) t = g(s) ⇔ s = l(t).

4. (2) y = sinh xの逆関数は，e2x − 2yex − 1 = 0を解いて求められる．
(3) (cos−1 t)′ = −1/

√
1− t2.
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