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α : R → R3はCr級曲線 (r ≥ 3)で |α′| ≡ 1とし，{κα, τα,Tα,Nα,Bα}をαの Frenet-Serret装置
とする．

1. β(t) = α(−t)とおく．

(1) |β′| ≡ 1を示せ．

(2) βの Frenet-Serret装置 {κβ, τβ, . . . }をαの Frenet-Serret装置を使って表せ．

2. κα(t) > 0, τα(t) > 0 (∀t)であると仮定し

γ(t) =

∫ t

0

Bα(u) du, つまり γi(t) =

∫ t

0

Bi
α(u) du, i = 1, 2, 3

とおく．

(1) |γ ′| ≡ 1を示せ．

(2) γの Frenet-Serret装置 {κγ, τγ, . . . }をαの Frenet-Serret装置を使って表せ．

3. κ(t) ̸= 0 ̸= τ(t) (∀t)と仮定し，ρ = 1/κ, σ = 1/τ とおく．さらに ρ2 + (ρ′σ)2 ≡ r2, ρ′(t) ̸= 0

(∀t)が成り立っていると仮定する．以下の手順で，αが半径 rの球面上を動くことを示せ．

(1) u = α+ ρN+ ρ′σBとおく．u′ ≡ 0（つまり uは定数ベクトル）を示せ．

(2) |α− u| ≡ r, つまりαは uを中心とし半径 rの球面上を動くことを示せ．

4. α(0) = 0, τ(0) ̸= 0, T(0) =

1

0

0

, N(0) =

0

1

0

, B(0) =

0

0

1

であるとする．
(1) Frenet-Serretの定理を使って，T′(0), N′(0)を計算せよ．

(2) (1)と Frenet-Serretの定理を使ってT′′(0)を κ(0), κ′(0), τ(0)を用いて表せ．

(3) αが t = 0のまわりで 3次までTaylor展開できる，つまり

α(t) = tα′(0) +
t2

2
α′′(0) +

t3

6
α′′′(0) +

t4

24
v(t)

となる vを取れると仮定する．α(t)の第 3成分 α3(t)を，v(t)の第 3成分 v3(t)と τ(0)

を用いて表せ．（ヒント：|α| ≡ 1だからα′′ = T′, α′′′ = T′′）

(4) 任意の（小さい）ϵ > 0に対し，δ > 0を十分小さく取れば，|t| < δ ⇒ |tv3(t)| < ϵとな
る．このことを用いて，t > 0が十分小さいとき，α3(t)と τ(0)の正負は一致すること
を示せ．

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/11_geometry/11_geometry.html


