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以下，φ1 :=
∂φ

∂u1
, φ2 :=

∂φ

∂u2
と書く．

1. S2 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 = 1}とし，「北半球」の局所パラメータ付け

U := {(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1}, V := {(x, y, z) ∈ S2 | z > 0},

φ : U → V, φ(u1, u2) :=
(
u1, u2,

√
1− (u1)2 − (u2)2

)
を取る．また，定数 a ∈ Rに対し，曲線αa : (0, π/

√
1 + a2) → U を次で定義する：

αa(t) :=
1√

1 + a2

(
cos

(√
1 + a2 t

)
, a
)

(1) S2上の曲線 γa := φ ◦αaを考える．Ta(t) := γ ′
a(t)について，|Ta| ≡ 1を示せ．

(2) γ ′′
a(t)を求めよ．

(3) u := (u1, u2)と書く．φi(u) (i = 1, 2)および n(u) :=
φ1(u)×φ2(u)

|φ1(u)×φ2(u)|
を求めよ．

(4) 内在的法ベクトル Sa(t) := n(αa(t))×Ta(t)を求めよ．

(5) 測地的曲率 κg(t) := ⟨γ ′′
a(t),Sa(t)⟩, 法曲率 κn(t) := ⟨γ ′′

a(t),n(αa(t))⟩を計算せよ．ま
た，κg(t) ≡ 0となる a, そのときの γa(t)を求めよ．

2. 双曲面M := {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = z2 − 1, z ≥ 1}を考える．局所パラメータ付け

φ : R2 → M, (u1, u2) 7→ (u1, u2,
√
(u1)2 + (u2)2 + 1)

に関する第一基本形式 gij := ⟨φi,φj⟩ (i, j = 1, 2)を計算せよ．

3. K := {(α, β) ∈ R2 | − 1 < α < 1, 0 ≤ β < π}とする．R3の円柱座標 (r, θ, z)を使って，
F : K → R3を次のように定義する：

F (α, β) := (2 + (cos β)α, 2β, (sin β)α)

(1) M := F (K) ⊂ R3の概形を描け．（ヒント：θ = 2βを固定したとき，αを消去する
と，z = (tan β)(r − 2), また (r − 2)2 + z2 = α2 < 1である）

(2) 法ベクトルn(α, β) :=
Fα(α, β)× Fβ(α, β)

|Fα(α, β)× Fβ(α, β)|
を求めよ．ただしFα :=

∂F

∂α
, Fβ :=

∂F

∂β
.

(3) lim
β→π

F (0, β) = F (0, 0)である． lim
β→π

n(0, β)と n(0, 0)は一致するか?

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/11_geometry/11_geometry.html


