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担当：境 圭一

以下，φi =
∂φ

∂ui
, φij =

∂2φ

∂ui∂uj
などとする．

1. 滑らかな曲面M ⊂ R3 の局所パラメータ付け φ = (φ1, φ2, φ3) : U
∼=−→ V (U ⊂ R2,

V ⊂M)を取る．φの逆写像をψ = (ψ1, ψ2) : V → U とする．

(1) Φ := ψ ◦φ : U → U とおく．Φi (i = 1, 2)を φ, ψを使って表せ．

(2) ψ = φ−1だからΦ(u) = u = (u1, u2)である．このことと (1)から(
ψ1 ψ2 ψ3

)(
φ1 φ2

)
=

(
1 0

0 1

)
を示せ．ただしφi, ψiはいずれも縦ベクトルとみなしている（よって左辺の行列

A =
(
ψ1 ψ2 ψ3

)
, B =

(
φ1 φ2

)
はそれぞれ 2× 3, 3× 2行列であり，その積は 2× 2行列）．

(3) φ1とφ2は一次独立であることを示せ．（ヒント：rank(B) = 2を言えばよい．一般
に rank(AB) ≤ rank(B)である）

(4) φに関する第一基本形式を gij := ⟨φi,φj⟩とし，2 × 2行列 G = (gij)を考える．
detG = |φ1 ×φ2|2を示せ．(ヒント：g12g21 = ⟨φ1,φ2⟩2 = g11g22 cos

2 θ)

(5) (3), (4)から detG ̸= 0を示せ．

2. S2 := {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 = 1}の次のような局所パラメータ付けを考える：

U := {(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1}, V = {(x, y, z) ∈ S2 | x > 0},

φ : U → V, φ(u1, u2) := (
√

1− (u1)2 − (u2)2, u1, u2)

(1) α : (−π/2, π/2) → U を α(t) = (α1(t), α2(t)) := (sin t, 0)で定義し，S2上の曲線
γ(t) = φ(α(t))を考える．|γ ′| ≡ 1を確かめよ．

(2) gij(u) := ⟨φi(u),φj(u)⟩ (i, j = 1, 2)を計算し，2× 2行列G(u) = (gij(u))の逆行列
G−1(u) = (gij(u))を求めよ．さらに gij(α(t)), g

ij(α(t))を求めよ．

(3) φij (i, j = 1, 2)を計算し，φij(α(t))を求めよ．u = α(t)における Christoffelの記

号 Γk
ij(α(t)) =

∑
l=1,2

⟨φij(α(t)),φl(α(t))⟩glk(α(t))を tの式で表せ．

(4) γは測地線である，つまり k = 1, 2に対し次が成り立つことを示せ：∑
i,j=1,2

Γk
ij(α(t)) · (αi)′(t) · (αj)′(t) + (αk)′′(t) = 0

(5) Lij(α(t)) := ⟨φij(α(t)),n(α(t))⟩ を使って κn(t) =
∑

i,j=1,2

Lij(α(t))(α
i)′(t)(αj)′(t)を

求めよ．

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/11_geometry/11_geometry.html


