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1. (1) (i) f : R3 → R, f(x, y, z) := x2 + y2 − zはC∞級関数でM1 = f−1(0). f3 = −1

より，f1 = f2 = f3 = 0となる点（臨界点）は存在しないから，0 ∈ Rは正
則値である．よってM1 = f−1(0)は滑らかな曲面である．

(ii) (0, 0, 0) ∈ M2の近傍は，R2の開集合と滑らかに同相になり得ないので，M2

は滑らかな曲面ではない．

(iii) f1 = 2x, f2 = 2y, f3 = −2zより，fの臨界点は (0, 0, 0). よって f(0, 0, 0) = 0

は臨界値，それ以外は正則値である．従って a ̸= 0のときM3 = f−1(a)は滑
らかな曲面である．a = 0のときは滑らかな曲面ではない（実際，(0, 0, 0)の
近傍はR2の開集合と滑らかに同相になり得ない）．

(2) (i) 円柱の絵を描けば {x = 1}であることはすぐにわかる．以下のように計算し
てもよい．p4のまわりで φ(u1, u2) := (

√
1− (u2)2, u1 + 3, u2)を考えると，

φ(0, 0) = p4である．φ1(0, 0) = (0, 1, 0), φ2(0, 0) = (0, 0, 1)であるから，求
める平面は，p4を通り yz平面に平行な平面，つまり x = 1である．

(ii) 正弦曲線の極大点における接平面だから，xy平面に平行な{z = 1}になる．以
下のように計算してもよい．p5のまわりでφ(u1, u2) = (u1, u2, cosu1 sinu2)

を考えると，φ(0, π/2) = p5 である．φ1(0, π/2) = (1, 0, 0), φ2(0, π/2) =

(0, 1, 0)であるから，求める平面は p5を通り xy平面に平行，つまり z = 1.

2. (1) 円柱座標で F (r, θ, z) := z − f(r)とおく．F は r ̸= 0のとき定義され C∞ 級．
M = F−1(0)上では r ̸= 0である．Fz = 1だから，F は臨界点を持たず，従って
0 ∈ Rは F の正則値．よってM は滑らかな曲面である．

(2) γ(t0)のまわりでφ : Uϵ(t0/a, a) → M , φ(u1, u2) := (u2 cosu1, u2 sinu1, f(u2))を
考える．α(t) := (t/a, a) ∈ Uϵ(t/a, a)とするとφ ◦α = γ. 計算すると

n(u) =
(f ′(u2) cos u1, f ′(u2) sin u1, −1)√

1 + f ′(u2)2
, S(t) =

−
(
cos

t

a
, sin

t

a
, f ′(a)

)√
1 + f ′(a)2

がわかるから

|κg| = |⟨γ ′′,S⟩| = 1

a
√
1 + f ′(a)2

, |κn| = |⟨γ ′′,n ◦α⟩| = |f ′(a)|
a
√

1 + f ′(a)2
.

(3) (2)より，κgは決して 0にならないから，γは測地線にならない．

3. (1) S2の場合，求める平面は uを通り uに直交する平面だから p(x− p) + q(y − q) +

r(z − r) = 0. 単位法ベクトル n = u（または−uでもよい）．

(2) γ(t) ∈ S2における単位法ベクトルは γ(t)だから，|κn| = |⟨γ ′′,γ⟩|. |γ| ≡ 1より
0 = ⟨γ,γ⟩′ = 2⟨γ ′,γ⟩だから ⟨γ ′,γ⟩ = 0. よって 0 = ⟨γ ′,γ⟩′ = ⟨γ ′′,γ⟩ + ⟨γ ′,γ ′⟩,
つまり |κn| = |γ ′|2 = 1.



(3) (2)より |γ ′′|2 = κ2 = κ2
g + κ2

n = κ2
g + 1となるから，γ が測地線 ⇔ κg = 0 ⇔

|γ ′′| = 1.

(4) γ ′′(t) = −1

a

(
cos

t

a
, sin

t

a
, 0
)
と a > 0より |γ ′′| = 1

a
. (3)より，γが測地線⇔ a = 1.

4. (1) n1(u),n2(u) ∈ Tn(u)S
2より n ⊥ n1,n2. よって k̃n = n1 × n2となる関数 k̃が存

在する．k̃ = ± |n1 × n2|となるから，k̃はC∞級．n = φ1 ×φ2/ |φ1 ×φ2|より，
k = k̃/ |φ1 ×φ2|が求める関数である．k̃がC∞級だから kもC∞級．

(2) Uϵ := Uϵ(0, 0), du := du1du2と略記する．K(p)の正負に応じて符号±を決めて

Φ(ϵ) := ±
∫
Uϵ

|n1 × n2| du
/∫

Uϵ

|φ1 ×φ2| du

とおくとK(p) = lim
ϵ→0

Φ(ϵ). k(u) = k(0, 0) +
∑
i=1,2

uili(u)および三角不等式から

∣∣∣∣∫
Uϵ

|kφ1 ×φ2| du−
∫
Uϵ

|k(0, 0)φ1 ×φ2| du
∣∣∣∣

≤
∫
Uϵ

∣∣|kφ1 ×φ2| − |k(0, 0)φ1 ×φ2|
∣∣du

≤
∫
Uϵ

|(k − k(0, 0))φ1 ×φ2| du ≤
∑
i=1,2

∫
Uϵ

∣∣uiliφ1 ×φ2

∣∣ du
(1)

であるが，Uϵにおいて liは有界だから，|l1| , |l2| < cであるとすれば

0 ≤
∫
Uϵ

∣∣uiliφ1 ×φ2

∣∣ du < ϵc

∫
Uϵ

|φ1 ×φ2| du

だから，不等式 (1)より∣∣∣∣∫
Uϵ

|kφ1 ×φ2| du−
∫
Uϵ

|k(0, 0)φ1 ×φ2| du
∣∣∣∣ < 2ϵc

∫
Uϵ

|φ1 ×φ2| du.

両辺を
∫
Uϵ

|φ1 ×φ2| duで割ると，kφ1 ×φ2 = n1 × n2より

|± |Φ(ϵ)| − |k(0, 0)|| ≤ 2ϵc,

よって ϵ → 0においてΦ → ±|k(0, 0)|がわかる．よってk(0, 0) = ±K(p)であるが，
k̃n = n1 ×n2より k̃とK(p)は同符号で，kと k̃も同符号だから，k(0, 0) = K(p).

(3) pのまわりでφ(u1, u2) = (u1, u2, u1u2)を考えると，φ(0, 0) = pである．φ1(0, 0) =

(1, 0, 0), φ2(0, 0) = (0, 1, 0)より (φ1 × φ2)(0, 0) = (0, 0, 1). また計算すると
n1(0, 0) = (0,−1, 0), n2(0, 0) = (−1, 0, 0), (n1 × n2)(0, 0) = (0, 0,−1)となっ
ているから，(1)のような kについて k(0, 0) = −1. よって (2)よりK(p) = −1.
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