
トポロジー 演習・レポート問題 12（2013年 1月 7日）略解

担当：境 圭一
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模範解答ではありません．書き方は各自検討すること．� �

【レポート問題】

(1) 任意の (e2πia, e2πib) ∈ S1 × S1 (0 ≤ a, b < 1)に対し，その開近傍

U := {(e2πix, e2πiy) | |x− a| < ϵ, |y − b| < ϵ}

を取る．ϵ > 0は十分小さい．このとき p−1(U) =
∪

m,n∈Z Vm,n, ただし

Vm,n = {(x, y) ∈ R2 | |x− (a+m)| < ϵ, |y − (b+ n)| < ϵ}

となることがわかる．各 Vm,n ⊂ R2は開集合で，ϵが十分小さければ，(m,n) ̸= (m′, n′)の
ときVm,n∩Vm′,n′ = ∅である．各 (m,n)に対し p : Vm,n → Uが同相であることを確かめよ．

(2) α = e2πia, β = e2πib (0 ≤ a, b < 1)とすると

p−1(α, β) = {(a+m, b+ n) ∈ R2 | m,n ∈ Z}

である．(a+m, b+n)に (m,n) ∈ Z×Zを対応させると，集合の全単射 p−1(α, β) ∼= Z×Z
を得る．

注意．講義でやったR1 → S1の場合のUや V の直積が，上の略解のUや V である．同じよう
にすると問題 4ができる．先に問題 4を証明すれば，レポート問題はその系である．
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【演習問題】

2. (2) C = R2の開集合W で，W ∩ S1 = Uϵ(z0)であるものを見つければよい．取り方はいく
らでもあるが，例えば次のように具体的に書くこともできる：z0 = eiaであるとき

W := {reix ∈ C | r > 0, |x− a| < ϵ}.

これは原点を要として無限に広がる扇形．



(3) z0 = eia (0 ≤ a < 2π)のとき，p−1(Uϵ(z0)) = V0 ∪ V1, ただし

V0 = {eix ∈ S1 | |x− a/2| < ϵ/2},
V1 = {eix ∈ S1 | |x− (π + a/2)| < ϵ/2}

である．これらの弧は原点に関して対称な位置にあるので，その長さ ϵが半円の長さ π

より短ければ交わらない．

(4) V0, V1 ⊂ S1は互いに交わらない開集合で，i = 1, 2に対し p : Vi → Uϵ(z0)は同相写像で
ある（確かめよ）．

(5) 方程式 zn = z0の解 zは n個あるから，p−1(z0)は n個の点からなる．このことから，z0
の開近傍 U を十分小さく取ると，p−1(Uϵ(z0))も n個の互いに交わらない開集合に分か
れることが想像できる．

任意の z0 = eiaに対し，Uϵ(z0)を同様に取ると p−1(Uϵ(z0)) = V0 ∪ · · · ∪ Vn−1, ただし

Vj = {eix ∈ S1 | |x− (2jπ + a)/n| < ϵ/n}

と書ける．ϵ < πならば，これらは互いに交わらず，また p : Vj → Uϵ(z0)は同相．

以下は n = 3, z0 = eiθ (0 ≤ θ < 2π)の場合の図．上の螺旋は，端の二点を同一視して
S1とみなしている．p−1(eiθ) = {eiθ/3, ei(θ+2π)/3, ei(θ+4π)/3}.
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以下は n = 6, z0 = e3πi/2の図．V0, . . . , V5はいずれも 6乗すると Uϵ(z0)にうつる．
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3. (1) RP nは Rn+1内の原点を通る直線全体の集合．そのような直線 ℓは必ず Sn ⊂ Rn+1と
二点 ±xで交わる．ℓに対し ±xが定める同値類 [x] ∈ Sn/ ∼を対応させると全単射
RP n → Sn/ ∼を得る．



(2) n = 2であったところを nにおきかえるだけでよい．

(3) π1(S
n) ∼= {1} (n ≥ 2)であったから，p : Sn → RP nは普遍被覆．被覆変換群は，n = 2

の場合と同じようにすれば

G(Sn, p) = {idSn , h}, ただし h : Sn → Sn, h(x) := −x

であることがわかる．G(Sn, p) → Z/2 = {0, 1}を，idSn 7→ 0, h 7→ 1で定めれば，群の
同型 G(Sn, p)

∼=−→ Z/2を得る．定理 12.6より π1(RP n) ∼= G(Sn, p) ∼= Z/2.

4. アイデアはレポート問題と同じ．yi ∈ Yi (i = 1, 2)に対し，十分小さい開近傍 Ui ⊂ Yiを取
れば

p−1
i (Ui) =

∪
λ

Vi,λ

は互いに交わらないXiの開集合で，各 λに対し pi : Vi,λ → Uiは同相．このとき (y1, y2)の
開近傍 U1 × U2 ⊂ Y1 × Y2に対し

p−1(U1 × U2) =
∪
λ1,λ2

V1,λ1 × V2,λ2 ,

V1,λ1 ×V2,λ2たちは互いに交わらないX1×X2の開集合で，各λ1, λ2に対し p : V1,λ1 ×V2,λ2 →
U1 × U2は同相．

5. 任意の y ∈ p(U)に対し，p(U)に含まれるような yの開近傍を取れることを言えばよい．

yの開近傍W を十分小さく取れば，p−1(W ) =
∪

λ Vλ, Vλ ⊂ X は互いに交わらない開集合
で p : Vλ → U は同相，とできる．y ∈ p(U)より，ある x ∈ U に対し p(x) = y. この xは
x ∈ p−1(y) ⊂ p−1(W )をみたすから，ある λに対し x ∈ Vλ. この λに対し U ∩ Vλ ̸= ∅で，
U ∩ VλはX の開集合．p : Vλ → W は同相だから，その制限 p : U ∩ Vλ → p(U ∩ Vλ)も同
相．開集合を同相でうつしたものは開集合だから，W ′ := p(U ∩ Vλ) ⊂ Y は開集合．さらに
W ′ ⊂ p(U)であり，x ∈ U ∩ Vλだったから p(x) = y ∈ W ′. よって p(U)の中で yの開近傍
W ′を取ることができた．
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6. 接着する点 x0の開近傍U ⊂ Xをどのように取っても，p−1(U) = U ∨ U は連結な開集合で
あり，p−1(U) → U は同相写像にならない（単射でない）．よって pは被覆写像ではない．

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/12_topology/12_topology.html


