
位相空間論 演習問題 13（2014年 1月 10日）

担当：境 圭一

1. Rn に通常の Euclid距離を入れる．次のうち，コンパクトであるものはどれか．

(1) Dn := {x ∈ Rn | |x| ≤ 1} ⊂ Rn (2) IntDn := {x ∈ Rn | |x| < 1} ⊂ Rn

(3) xk := (k, 0, . . . , 0) ∈ Rn とおくとき，Ak := {x1, . . . ,xk} ⊂ Rn (4) A∞ := {x1,x2, . . . ,xk, . . . } ⊂ Rn

(5) S1 ∨ S1 := {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 = 1} ⊂ R2

(6) S1 ∨ S1 \ {(0, 0)}

2. （問題 4-6-5）コンパクト空間X上の連続関数 f : X → Rは最大値と最小値を持つことを，以下の手順で示せ．

(1) K := f(X) ⊂ Rは有界閉集合であることを示せ．（ヒント：定理 4.6.2と定理 3.4.11）

(2) K は有界だから上限M := supK を持つ．M ∈ K であることを示せ．（ヒント：定理 4.1.5よりK = K）

(3) M は f の最大値であることを示せ．

(4) 同様に g := −f は最大値を持つ．それを −mとおくとき，mは f の最小値であることを示せ．

3. （定理 4.6.1）X がコンパクトであることは，X が次の有限交叉性を持つことと同値であることを示せ：

閉集合族 {Fλ}λ∈Λ ⊂ A (X)が，任意の自然数 nと任意の {λ1, . . . , λn} ⊂ Λに対し Fλ1 ∩ · · · ∩ Fλn ̸= ∅をみ
たすならば

∩
λ∈Λ

Fλ ̸= ∅.

4. A ⊂ Xとし，XからAに導かれる相対位相をO(A)と書く．AがXのコンパクト集合であることと，(A,O(A))

がコンパクト空間であることは同値であることを示せ．

5. （問題 4-6-2）集合X に離散位相 Odiscrete := {X のすべての部分集合 }を入れる．X がコンパクトであるこ

とと，X が有限集合であることは同値であることを示せ．（ヒント：X の開被覆 {{x}}x∈X を考えよ）

6. （問題 4-6-3, 4-6-4）A,B がX のコンパクト集合であるとき，A ∪ B もコンパクトであることを示せ．X が

Hausdorffならば，A ∩B もコンパクトであることを示せ．（ヒント：定理 4.6.4）

7. （問題 4-6-6）X をコンパクト空間，f : X → Rを連続関数とする．f−1(0) := {x ∈ X | f(x) = 0} ⊂ X はコ

ンパクトであることを示せ．（ヒント：f−1(0)が閉集合であることを示し定理 4.6.3を使う）

8. (1) （定理 4.6.7, 4.6.8）X1, . . . , Xnがコンパクトであるとき，X1 × · · ·×Xnもコンパクトであることを示せ．

(2) Rn (n ≥ 1)に通常の Euclid距離を入れる．[a, b] ⊂ Rがコンパクトであることを認めて（裏面参照），
[a1, b1]× · · · × [an, bn] = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi (∀i)} ⊂ Rn がコンパクトであることを示せ．

(3) 任意の x ∈ Rnと r > 0に対し，U(x; r) ⊂ Rnがコンパクトであることを示せ．（ヒント：(2)と定理 4.6.3）

9. （定理 4.6.9）Hausdorff空間X がコンパクトでもあるとき，X は正規空間であることを示せ．

10. （定理 4.7.6）X を位相空間とする．X に属さない一点∞を考え，非交和X ∪ {∞}（共通部分を持たない和
集合）に次の開基 O∗ で位相を定める：U ⊂ X ∪ {∞}が U ∈ O∗ となるのは，次のいずれかのとき：

• U ⊂ X で U ∈ O(X)である，または

• ∞ ∈ U でK := (X ∪ {∞}) \ U ⊂ X がX のコンパクトな閉集合である

(1) O∗ は定理 4.3.5の条件 (1), (2)をみたすことを示せ．

(2) X ∪ {∞}はコンパクトであることを示せ．X ∪ {∞}をX の一点コンパクト化とよぶ．

(3) Rn の一点コンパクト化は n次元球面 Sn と同相であることを示せ．

（提出の必要はありません）

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/13_gentop/13_gentop.html
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R2 上で Euclid距離を考える．

(1) X := {(x, y) ∈ R2 | x − 1 ≤ y ≤ x + 1} を図示せよ．X は R2 の閉集合であることを示せ．（任意の

x = (a, b) ∈ R2 −X に対し，U(x; δ) ⊂ R2 −X · · · (※)となる δ > 0を一つ求めよ．(※)の証明は省略可）

(2) X はコンパクトでないことを示せ．

(3) (1)と同様に，Y := {(x, y) ∈ R2 | −x− 1 ≤ y ≤ −x+ 1}は R2 の閉集合である．X ∩ Y はコンパクトであ

ることを示せ．

（締切：1/24の 3限開始まで）

http://math.shinshu-u.ac.jp/~ksakai/13_gentop/13_gentop.html

おまけ：定理 3.4.11の証明について．以下，Rn (n ≥ 1)には通常の Euclid距離を入れます．

講義では次の事実を証明しませんでした：

定理 3.4.10（の系）．任意の x ∈ Rn と r > 0に対し，U(x; r) = {y ∈ Rn | |y − x| ≤ r}はコンパクトである．

定理 3.4.10（の系）は，今日 (1/10)の問題 8の手順で証明されますが，その中で次の事実を使います：

定理. [a, b] ⊂ Rはコンパクトである．

以下，定理の証明を記しておきます．

証明. U := {Oλ}λ∈Λ ⊂ O(R)を [a, b]の任意の開被覆とする．a ≤ x ≤ bに対し，U は [a, x]の開被覆でもある．

I := {x ∈ [a, b] | U は [a, x]の有限部分被覆を含む }

とおく．U が [a, b]の有限部分被覆を含むことを証明したいのだから，b ∈ I を示せばよい．

(1) まず a ∈ I であり，従って I ̸= ∅である．実際，[a, b] ⊂
∪

λ∈Λ Oλ より，a ∈ Oλ0 をみたす λ0 ∈ Λは必ず存

在し，{Oλ0}が [a, a] = {a}の有限部分被覆である．

(2) もし x ∈ I なら，a ≤ y ≤ xをみたす任意の yは y ∈ I をみたす．実際，[a, x]の有限被覆は [a, y] (⊂ [a, x])

の有限被覆でもある．

(3) I ⊂ [a, b]は上に有界な集合で bが上界の一つだから，上限 c := sup I ≤ bを持つ．まず c ∈ I を示そう．上

限の性質から，任意の（小さい）ϵ > 0に対し，c − ϵ < x < cをみたす x ∈ I が存在する．よって (2)で述

べたことから c− ϵ ∈ I. 従ってU は [a, c− ϵ]の有限部分被覆Uϵを含む．一方，c ∈ [a, b] ⊂
∪

λ∈Λ Oλより，

c ∈ Oλ1 をみたす λ1 ∈ Λが存在する．cは Oλ1 の内点だから，ϵ > 0が十分小さければ (c− ϵ, c+ ϵ) ⊂ Oλ1 .

よってU は [a, c+ (ϵ/2)]の有限部分被覆Uϵ ∪ {Oλ1}を持つ（もし Oλ1 ∈ Uϵなら，Uϵが既に [a, c+ (ϵ/2)]

の開被覆になっている）．Uϵ ∪ {Oλ1}は [a, c]の有限被覆でもあるから c ∈ I がわかる．

(4) c < bと仮定しよう．このとき，上の議論の ϵ > 0を c+ ϵ < bとなるように取れる．すると c+ (ϵ/2) ∈ I が

わかり，c = sup I に反する．よって c = b. c ∈ I だったから b ∈ I.


