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担当：境圭一

ヒントに与えた単体複体（八面体）を K とおくとき，例えば

Ln :=


K ∪ {|v2v3v5|, |v3v4v5|} n = 0,

K ∪ {|v1v6|} n = 1,

K \ {|v1v2v3|, |v4v5v6|} n = 2

とおけば Xn ≈ |Ln|,よって Hk(Xn) � Hk(Ln)です．Mayer-Vietoris完全系列を使ってもいいのでしょうが，定義通り計

算してしまうのが最も簡単だと思います．答えは

Hk(X0) �


Z k = 0,

Z ⊕ Z k = 2,

0 k , 0, 2,

Hk(X1) �

Z k = 0, 1, 2,

0 k , 0, 1, 2,
Hk(X2) �

Z k = 0, 1,

0 k , 0, 1

です．もう少し詳細に書くと，例えば

H0(Ln) � ⟨⟨v1⟩ | ⟩ � Z (n = 0, 1, 2),

H2(L0) � ⟨⟨v1v2v3⟩ + ⟨v1v3v4⟩ + ⟨v1v4v5⟩ + ⟨v1v5v2⟩ − ⟨v2v3v5⟩ − ⟨v3v4v5⟩,
⟨v6v2v3⟩ + ⟨v6v3v4⟩ + ⟨v6v4v5⟩ + ⟨v6v5v2⟩ − ⟨v2v3v5⟩ − ⟨v3v4v5⟩ | ⟩ � Z ⊕ Z,

H1(L1) � ⟨⟨v1v2⟩ + ⟨v2v6⟩ + ⟨v6v1⟩ | ⟩ � Z,
H2(L2) � ⟨⟨v1v2v3⟩ + ⟨v1v3v4⟩ + ⟨v1v4v5⟩ + ⟨v1v5v2⟩ − ⟨v6v2v3⟩ − ⟨v6v3v4⟩ − ⟨v6v4v5⟩ − ⟨v6v5v2⟩⟩ � Z,
H1(L2) � ⟨⟨v2v3⟩ + ⟨v3v4⟩ + ⟨v4v5⟩ + ⟨v5v2⟩ | ⟩ � Z

です．それぞれの生成元がどのような図形に対応しているか，絵を描いて確かめてみてください．上記の生成元の取

り方は一例で，他にも取り方がある場合もあります．例えば

H1(L1) � ⟨⟨v1v4⟩ + ⟨v4v6⟩ + ⟨v6v1⟩ | ⟩ � Z

も正解です．実際，(⟨v1v2⟩ + ⟨v2v6⟩ + ⟨v6v1⟩) − (⟨v1v4⟩ + ⟨v4v6⟩ + ⟨v6v1⟩) = ⟨v1v2⟩ + ⟨v2v6⟩ + ⟨v6v4⟩ + ⟨v4v1⟩
= ∂2(⟨v1v2v3⟩ + ⟨v1v3v4⟩ − ⟨v2v3v6⟩ − ⟨v3v4v6⟩)

が確かめられますから，H1(L1)の元としては ⟨v1v2⟩ + ⟨v2v6⟩ + ⟨v6v1⟩ = ⟨v1v4⟩ + ⟨v4v6⟩ + ⟨v6v1⟩です．

http://math.shinshu-u.ac.jp/˜ksakai/16_homology/16_homology.html


