
結び目のなす空間に関するスペクトル系列について
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Emb(N,M)を多様体NからMへのC∞-埋め込みのなす空間とする．2007年頃か
ら，Goodwillie の埋め込み解析を介して，配置空間やオペラッドと (余次元が 3以上
の)埋め込みのなす空間とのつながりが発見されてきた．この応用として，long knot

に関するあるスペクトル系列が退化するだろうという Vassilievの予想の有理係数，
余次元 3以上の場合の肯定的解決や，ある条件の下でEmb(N,Rn)の有理ホモロジー
がNの有理ホモトピー型のみに依存することの証明などがある．これらは値域がRn

の場合の研究だが，値域が一般の場合の研究として，Emb(S1,M)(M の中の結び目
の空間)の研究が 2019年ごろから何人かによって行われている．講演者は次元が 4

以上の単連結な閉多様体M に対して，Emb(S1,M)のコホモロジーに収束するよう
なスペクトル系列を構成した．Emb(S1,M)については，Sinhaによるスペクトル系
列もあり，講演者のものは Sinhaのものの変種だが，E2項がMのコホモロジー環で
表せ，具体例を計算できる．
　この講演では，まず，結び目の空間と配置空間を関連付ける Sinhaの cosimplicial

modelを紹介する．このモデルは (long knotの場合には)上記の Vassilievの予想の
証明でも使われたものである．その後，スペクトル系列の構成について述べる．こ
こでの主なアイデアは，CohenによるPoincaré双対性の精密化を使って，配置空間
上の構造を fat diagnal 上の構造に置き換えることである．また，時間が許せば，ス
ペクトル系列と表示が似ている Idrissiによる配置空間の可換 dg-代数モデルについ
ても紹介する．

～以下，講演ノート～

講演の一部は以下を用いて行う予定です．講演内容は下記第 3節を除き [4]に基づい
ています．

1 オペラッド，スペクトラム
(C,⊗, I)：対称モノイダル圏とする．主に扱うのは以下の場合

(C,⊗, I) = (T OP ,×, ∗) 位相空間の圏, (CHk,⊗k,k) 環 k上のチェイン複体の圏
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定義 1. (非対称)オペラッド O とは，

1. Cの対象の列O(1), O(2), O(3), . . . , O(n), . . .

2. partial composition (− ◦i −) : O(n)⊗O(m)→ O(n+m− 1) (1 ≤ i ≤ n)

で次の条件を満たすもの．

1. (結合律) x ∈ O(n), y ∈ O(m), z ∈ O(l)に対して，

x ◦i (y ◦j z) = (x ◦i y) ◦i+j−1 z (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)

(x ◦j z) ◦i y = (x ◦i y) ◦j+m−1 z (1 ≤ i < j ≤ n)

2. 単位元 1 ∈ O(1) があり， x ∈ O(n)に対して，x ◦i 1 = x, 1 ◦1 x = x．

感覚的にはO(n)の元は n項演算を表す．合成に関する定義 1の結合律の意味は，
treeを使うとわかりやすい．x ∈ O(n)を次のような n枚の leafを持つ treeとみなす．
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すると，部分合成 (− ◦i −)は次のような treeの結合とみなせる．
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定義 1の結合律の一つ目の式は，次のように三つの元の合成の結果が合成を取る順
序によらないことを意味する．
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(x ◦i y) ◦k z x ◦i (y ◦j z)=

結合律のもう一つの式は xに対して y, zを並列に合成した結果が順序によらない
ことを意味する．

定義 2. (right) O-module Y とは，

1. Cの対象の列 Y (1), Y (2), Y (3), . . . , Y (n), . . .

2. partial composition (− ◦i −) : Y (n)⊗O(m)→ Y (n+m− 1) (1 ≤ i ≤ n)

3. 対称群Σnの Y (n)への作用

で，operadと同様の条件を満たすものである．作用に関しては，leafの番号の付け
替えと解釈し，自然な条件を課す．

定義 3. (left) O-comodule X とは，

1. Cの対象の列X(1), X(2), X(3), . . . , X(n), . . .

2. partial composition (− ◦i −) : O(n)⊗X(n+m− 1)→ X(m) (1 ≤ i ≤ n)

3. 対称群ΣnのX(n)への作用

でO-moduleの双対に当たる条件を満たすもの．

定義 4. T OP∗：基点付き位相空間の圏
スペクトラムXとは，

1. 基点付き空間の列X0, X1, . . . , Xk, . . .

2. 基点を保つ写像 S1 ∧Xk → Xk+1
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スペクトラの間の射 f : X → Y とは，{fk : Xk → Yk ∈ T OP∗}k で，上の写像と可
換なもの．

SP：スペクトラのなす圏

homotopy group πi(X) = colim(πi(X0)→ πi+1(X1)→ πi+2(X2)→ · · · )
(写像は次で定める：πi+k(Xk) = [Si+k, Xk]→ [S1∧Si+k, S1∧Xk]→ [Si+k+1, Xk+1] =

πi+k+1(Xk+1))

f : X → Y が stable homotopy equivalence⇐⇒
def
∀ i f∗ : πi(X) ∼= πi(Y )

U ∈ T OP , X ∈ SP に対して，U ⊗̂X ∈ SPを (U ⊗̂X)k = U ×Xk/U × {∗}
で定める．

O ：topological operad．SPにおけるO-comodule Xとは，
1. SPの対象の列X(1), X(2), . . .

2. (− ◦i −) : O(m) ⊗̂X(m+ n− 1)→ X(n)

からなる．

2 主定理
M̂ := STM : M の接球面束

G(n) := {G ⊂ {1, . . . , n}×2 | (i, j) ∈ G⇒ i < j}

G ∈ G(n)を，{1, . . . , n}を頂点集合，G自身を辺集合とするグラフとみなす．

G ∈ G(n) に対して ∆G := pull back of (M̂×n →M×n ←M×π0(G))

自然に∆G ⊂ M̂×n とみなす．G ⊂ H ⇒ ∆H ⊂ ∆G

H∗
G := H∗(∆G)

Λ(gij)：free bigraded commutative alg. generated by gij (1 ≤ i < j ≤ n) with

|gij| = (−1,d)
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G = {(i1, j1) < · · · < (ir, jr)} ∈ G(n)に対して　 gG := gi1,j1 · · · gir,jr ∈ Λ(gij)

bigraded commutative algebra Ã⋆ ∗
M (n) :=

⊕
G∈G(n)

H∗
GgG

(#G = r, a ∈ H l
Gのとき，|agG| = (−r, l + dr))

agG · bgH =

{
±(a · b)gG∪H ∈ HG∪H gG∪H (G ∩H = ∅)
0 (otherwise)

(ここで，積 a · bはH∗
G∪H で取る．)

J(n) ⊂ Ã⋆ ∗
M (n)：次の元で生成されるイデアル

a(gijgjk + gjkgki + gkigij)gG, bgH

ここで，G,H ∈ G(n), Hは treeでない， a ∈ HG∪{(i,j),(j,k)}, b ∈ HH．
また，i > jのとき，便宜上 (i, j) = (j, i), gij = (−1)dgjiとおく．∆Gは π0(G)のみ
に依存するので，a ∈ HG∪{(jk),(ki)} = HG∪{(k,i),(i,j)}とみなす．

定義 5. diff. bigraded comm. alg A⋆ ∗
M (n) := Ã⋆ ∗

M (n)/J(n)

微分 ∂ : A⋆ ∗
M (n)→ A⋆+1,∗

M (n)を次のように定める．

∂(agG) :=
r∑

t=1

±(γit,jt · a)gi1,j1 · · · ˇgitjt · · · gir,jr

ここで，γi,j ∈ Hd(∆G−{i,j},∆
c
G)：∆Gの管状近傍のThom class.

(Gが treeであるような代表元を取って定める．)

A⋆ ∗
M = {A⋆ ∗

M (n)}上のA-comoduleの構造を次のように定める．
µ ∈ A(2)：固定された生成元

µ ◦i (agG) :=

{
∆∗

i (a)gH (if i and i+ 1 is disconnected in G)

0 (otherwise)

ここで，H ∈ G(n − 1)はGから頂点 iと i + 1を同一視して得られるグラフ，∆i :

∆H → ∆Gは i-th diagonal M̂×n−1 → M̂×nの制限．

主定理 6. M：単連結，閉，d ≥ 4とする．次のようなスペクトル系列 {Ěpq
r }が存在

する．
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1. H∗(Emb(S1,M))に収束する．

2. (Ě1, d1)はCH•(A
⋆ ∗
M )と quasi-isomorphic.

註釈 7. kが体のとき，A⋆ ∗
M はコホモロジー環H∗(M)にのみ依存する．

註釈 8. Ěrの元はH∗(∆G)のサイクルで表され，比較的扱いやすい代表元を取れる．
実際，long knotの場合に類似のスペクトル系列の d2を計算して，Salvatoreの「little

2-disks operadが ch(k) = 2のとき formalではない」という命題の別証を得られる．
他の多様体の場合も計算可能な例があるのではないかと期待できる．

3 配置空間のCDGA-モデル
この節では Idrissi[3]による配置空間のモデルを紹介する．多様体が平行化可能な

場合には，配置空間の集まりに little disks operad上の加群の構造を講演で紹介し
たものと同様に入れることができ，この場合にはこのモデルは一つの空間の実ホモ
トピー型だけでなく，オペラッド上の加群としてのモデルでもある．類似のモデル
はCampos-Willwacher[1]によっても与えられている．ただし，この加群と埋め込み
の空間との具体的な関連性は講演者には不明である．より具体的に関連しているの
は frame付き配置空間のなす加群で，このモデルは Campos-Ducoulombier-Idrissi-

Willwacher[2]によって与えられている．例えば，枠付き結び目の空間はこのモデル
から復元できると思われる．(しかし，講演者の理解不足のためこれについては紹介
しない．)

CDGAとは，commutative differential graded algebraのこと．

以下，k = Rとする．

Hopf cooperadとは，CDGAのモノイダル圏におけるオペラッドの双対概念 (モノ
イダル積は⊗R)

また，この節での comoduleは cooperad上の right comoduleであり，第 1節のもの
とは異なる．

e∨d : little d-disks の cohomology のなす Hopf cooperad

e∨d(n) = Λ(gij)/((gij)
2 = 0, gij = (−1)dgji, 3-term rel.)

◦∨i : e∨d(m+ n− 1)→ e∨d(n)⊗ e∨d(m)
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gpq 7−→



gp,q ⊗ 1 (p < q < i)

gpi ⊗ 1 (1 ≤ p < i ≤ q ≤ i+m− 1)

gp,q−m+1 ⊗ 1 (p < i, i+m− 1 < q)

1⊗ gp−i+1,q−i+1 (i ≤ p < q ≤ i+m− 1)

gi,q−m+1 ⊗ 1 (1 ≤ p ≤ i+m− 1 < q)

次元 dの Poincaré duality CDGA (PD-CDGA) とは，
1. CDGA A

2. 線形写像 ϵ : Ad → R

で，次の条件を満たすもの．
1. ϵ ◦ d = 0

2. 〈−,−〉 : Ak ⊗ Ad−k → R, 〈a, b〉 = ϵ(a · b)が非退化．
定理 9 (Lambrechts-Stanley). M : 単連結，閉，次元 d.

次元 dの PD-CDGA, Aが存在して，ΩDR(M) と AはCDGAとして弱同値である．
すなわち，二つをつなぐ積と単位元を保つ quasi-isomorphismのジグザグが存在する．
ここで，ΩDRは微分形式のなす複体を意味する．

A : PD-CDGA of dim. d

CDGA GA(n) := {A⊗n ⊗ e∨d(n)/(ιi(a)gij = ιj(a)gij); dgij = ιij(∆A)}
ここで，ιi : A→ A⊗n, a 7→ 1⊗ · · · ⊗ a⊗ · · · ⊗ 1, ιij(a⊗ b) = ιi(a)⊗ ιj(b)

∆A =
∑

(−1)|ai|ai ⊗ a∗i ({ai} : Aの基底, 〈ai, a∗j〉 = δij)

定理 10 (Idrissi). M, A :Thm. 9と同じ
GA(n) と Ω∗

DR(Confn(M)) はCDGAとして弱同値である.

ここで，Confn(M) = {(x1, . . . , xn) ∈M×n | xi 6= xj if i 6= j}.

χ(A) = 〈−,−〉(∆A) ∈ R とおく．
χ(A) = 0のとき，{GA(n)}は次のような right e∨d-comodule の構造を持つ．

◦∨i : A⊗n+m−1 ⊗ e∨d(n+m− 1) −→ (A⊗n ⊗ e∨d(n))⊗ e∨d(m)

a1 ⊗ · · · an+m−1 7−→ a1 ⊗ · · · ⊗ ai · · · ai+m−1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1

e∨d(n+m− 1) 3 ω 7−→ ◦∨i (ω) ∈ e∨d(n)⊗ e∨d(m) (e∨dの cocomposition)
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定理 11 (Idrissi). M：単連結，閉，平行化可能，次元 d. A : Thm. 9と同じ.

(GA, e
∨
d) はHopf comoduleとして (Ω∗

DR(FMM),Ω∗
DR(FMd)) と弱同値である (構造

を保つ quasi-isom.のジグザグでつなげる).

ここで，FMdはConfn(Rd)の Fulton-MacPherson コンパクト化を集めてできる
operad であり，FMM はConfn(M)から同様に得られる right FMd-moduleである．
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