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Abstract. 今回の主な目的は:
(1) コンパクトケーラー多様体のコホモロジーの Hodge分解からスタートして Hodge理論が発展し

ていく流れを概観する.
(2) Variation of mixed Hodge structureや non-abelian Hodge theoryといった Hodge理論の高度

化した概念の結びつきを知る.

Hodge theory概説

M をコンパクトケーラー多様体とする. よく知られているように以下のHodge分解が成立する

Hk(M,C) =
⊕

p+q=k

Hp,q(M).

ここで, 左辺は複素係数 de Rhamコホモロジー (位相不変量)であり、右辺の各Hp,q(M)は複素多様
体の Dolbeaultコホモロジー（複素解析的不変量)である. 今回, Hodge理論とはこの分解を“詳し
く”理解し拡張させていくことを目指すもののことであるとしておく. Hodge理論において重要なも
のを以下に挙げる.

(0) Hodge structure
(1) Mixed Hodge structure
(2) Variation of Hodge structure
(3) Non-abelian Hodge theory
それぞれを見ていこう. ただし, 今回の話はコンパクトで非特異な多様体で起こることを中心に論

じていくこと, また, 対称性 (実係数)や有理係数や整係数に関する部分には立ち入らないことは注意
しておく. 詳細については参照している文献や [17], [2]などを見られたい.

(0) Hodge structure. C-ベクトル空間 V の上の重さ kの C-Hodge structureは二重次数付け

V =
⊕

p+q=k

V p,q

として定義される. これは,“向かい合う二つのフィルトレーション”としても特徴づけることができ
る ([4]). コンパクトケーラー多様体のHodge分解

Hk(M,C) =
⊕

p+q=k

Hp,q(M)

にこの見方を取り入れることで, ∂∂̄-Lemma(が成り立つ)という複素幾何学的な微分方程式が解け
ることにつながる. ∂∂̄-Lemmaはコンパクトケーラー多様体の Formality(Deligne-Griffiths-Morgan-
Sullivan[7])やCalabi-Yau多様体の変形の非障害性 (Tian-Todorov[23, 24])を導く重要な性質である.
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(1) Mixed Hodge structure. C-ベクトル空間 V のC-Mixed Hodge structureはフィルとレーショ
ンの三つ組 (W∗, F

∗, G∗)でGrkW (V )毎に (F ∗, G∗)が重さ kのC-Hodge structureを定めるものとし
て、Deligneにより定義された [4]. これは V のある種の二重次数付としても特徴づけることができ
る. Mixed Hodge structureは複素準射影多様体 ([4])や後述の Variation of Hodge structureの退
化として現れる ([19])といった、非コンパクト多様体や特異性との関連で重要な対象であるが, コン
パクトケーラー多様体を考える上でも非自明なMixed Hodge structureは現れる. Morgan-Hainの
Mixed Hodge structureである. コンパクトケーラー多様体M の基本群 π1(M,x)とその降中心列
π1(M,x) = π(1) ⊃ π(2) ⊃ π(3) ⊃ . . . を考える. 前述の ∂∂̄-Lemmaまたは Formalityと de Rhamホモ
トピー理論により, 各アーベル群商の複素化 π(k)/π(k+1) ⊗Cには重さ kのHodge structureが自然に
定まることがわかる. よって, 基本群の複素化 (Malcev完備化)にMixed Hodge structureが入ること
が示唆される. Morgan[16]は Sullivanの極小モデル ([22])の方法によりM の複素構造にうまく適合
する多様なMixed Hodge structureを構成した. またHain[12]は, Chenの反復積分 ([3])の方法によ
りM の各点 xに対し canonicalに定まる functorialなMixed Hodge structureを構成した. Sullivan
の極小モデルの方法とChenの反復積分の方法は de Rhamホモトピー理論あるいは有理ホモトピー理
論の手法であり, それぞれ結果計算しているもの (Q,R,C-ホモトピー)は同じであるが不定積分と定
積分のように異なる手法である. (基本群の場合の)Morganの構成とHainの構成は”ほぼ同じ”ものを
構成しているが, その詳細な関連はあまり調べられてこなかったが, 拙著 [15]である種の (non-abelian
mixed Hodge structureとしての)同値性が示された. その鍵は後述の Variation of Hodge structure
である.

(2)Variation of Hodge structure. コンパクトケーラー多様体の複素解析的な族 (位相形は変え
ず複素構造を連続的かつ複素解析的に変化させたもの){Mt}を考える. すると, Hodge分解

Hk(Mt,C) =
⊕

p+q=k

Hp,q(Mt)

が得られる. tによってベクトル空間Hk(Mt,C)自体は変化しないので, 一つのベクトル空間の上の t
により変動するHodge structureが得られたことになる. Griffiths[9]によって, この変動について特徴
的な構造 (Griffiths Transversality)が見出された. 以後, コンパクトケーラー多様体の複素解析的な族
からきたものかどうかに関わらず, Griffiths Transversalityを満たす一つのベクトル空間の上 Hodge
structureの変動のことを Variation of Hodge structureと呼ぶ. より詳しくは, 複素多様体上の複素
local system(平坦ベクトル束)Eで各点のファイバーにHodge structure(F,G)が定まりそれらが部分
束をなし,“Griffiths Transversalityを満たす dF r ⊂ A1(F r−1), dGr ⊂ A1(Gr−1),”ようなものを複
素多様体上の Variation of Hodge structureと定義する. コンパクトケーラー多様体の複素解析的な
族のパラメーターとしてコンパクト複素多様体が現れることは稀であるが, コンパクト複素多様体上
のVariation of Hodge structureを考えることには大きな意味がある. コンパクトケーラー多様体M
上のVariation of Hodge structure Eを考えると, local system Eに値を持つコホモロジーHk(M,E)
には通常のコホモロジー Hk(M,C)同様 canonicalな Hodge structureが定まる ([26]). コンパクト
ケーラー複素多様体上の Variation of Hodge structureE の平行移動により定まるMonodromy表現
は半単純であることが知られている.
全く同様にしてGriffiths TransversalityによりVariation of mixed Hodge structure(E,W∗, F

∗, G∗)
が定義される [6]. Hain-Zucker は前述の Hain の基本群の mixed Hodge structure に対し, mixed
Hodge表現と Unipotent Variation of mixed Hodge structureが対応することを示した ([13]). ここ
で, Variation of mixed Hodge structure(E,W∗, F

∗, G∗)が Unipotentであるとは, 各 GrkW (E)上で
は Hodge構造が変動していない (Constant)であるということである. 通常の Variation of Hodge
structureとは対照的にUnipotent Variation of mixed Hodge structureは平行移動により冪零表現を
与える. MorganのMixed Hodge structureに対しても同様な対応が構成できる [15]. Hain-Zuckerの
対応と合わせることで, MorganのMixed Hodge structureとHainのMixed Hodge structureの具体
的な関係が構築できる.
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(3) Non-abelian Hodge theory. Non-abelain Hodge theoryの基礎を成す結果は, Simpsonによ
るコンパクトケーラー多様体M 上での平坦ベクトル束とHiggs束の対応 (Non-abelain Hodge対応)
である ([20, 21]). ここで Higgs束とは正則ベクトル束 E と End(E)に値を取る正則 1次形式 θ で
θ ∧ θ = 0を満たすものの組 (E, θ)である. 平坦ベクトル束は平行移動によるMonodromy表現を考え
ることで基本群の線形表現に対応する. 非可換な基本群の表現に複素幾何学的対象であるHiggs束を
対応させているので, 基本群の可換化であるH1(M,C)に複素幾何学的なコホモロジーを対応させる
一次のHodge分解

H1(M,C) = H1,0(M)⊕H0,1(M)

の非可換版なのである. Higgs束 (E, θ)を考えると, Non-abelian Hodge対応より線形表現ρ : π1(M,x) →
GL(Ex)が定まる. 各 t ∈ C∗に対し, (E, tθ)はまたHiggs束であるので, t毎に線形表現ρt : π1(M,x) →
GL(Ex) が得られる. 半単純な線型表現 ρ : π1(M,x) → GL(Ex)が Variation of Hodge structureの
平行移動から来る線形表現であることの必要十分条件は“ 1の冪根ではないある (⇔全ての) t ∈ C∗

に対し, ρと ρtは同値な表現である”ことである. このことは, Variation of Hodge structureは基本群
π1(M,x)の (Pure) Hodge表現であるという形で述べることができる.

1. Main result

ここまでで, コンンパクトケーラー多様体上で Morgan-Hain の mixed Hodge structure(一次の
Hodge分解 H1(M,C) = H1,0(M) ⊕ H0,1(M)の de Rham ホモトピー的拡張)が Unipotent Vari-
ation of mixed Hodge structureの“表現”を与え, non-abelian Hodge theory (一次の Hodge分解
H1(M,C) = H1,0(M) ⊕H0,1(M)の非可換版)により Variation of Hodge structure(半単純)の“表
現”を与えることを説明して来た. Hodge structureやベクトル束といったベクトル空間の上にモノ
が乗っている対象は全て“行列表現”であるとする考え方がある (Tannaka圏 [8]). 行列は, 半単純な
ものとUnipotentなものの積であるという jordan分解を適用すると次の仮説が立てられる.

仮説 1. Variation of mixed Hodge structureは non-abelian Hodge theoryと de Rham ホモトピー的
手法により“表現”される.

ここで, de Rhamホモトピー的手法とは空間のホモトピー形に関する分類というよりは, Differential
gradedな対象を空間のモデルと見て, 潜在的な構造を求める手法という意味合いが強い.
今回はこの仮説を Sullivanの極小モデルを用いて解明する. 先行研究で, 他の手法を用いたものが

存在するが (反復積分 [12], 変形理論 [18])、この手法ならではの利点を述べる. 一次のHodge分解

H1(M,C) = H1,0(M)⊕H0,1(M)

を考えた時, 右辺はそれぞれ正則一次形式および反正則一次形式の空間である. つまり一次のHodge
分解は“商をとる（積分する)前”の微分形式のレベルで見ることができる. この見方は, Canonicalな
Sullivan1-極小モデルとして拡張できる. Variation of mixed Hodge structureについても“商をとる
（定積分する)”ことなしに“表現”することができる. 特に, 各 Variation of mixed Hodge structure
の平坦接続について explicitな接続形式の表示を与えることができる.

2. Non-abelian mixed Hodge structure

Hodge theoryの non-abelian化についての一つの枠組みを見てみよう. (主に [1]で整理されてい
る.)
考え方を知るために単純な例をまず見てみよう. 乗法群 C∗ に対して, 一次線型表現 C∗ ∋ a 7→

(a) ∈ GL1(C)を考える. この表現は Affine群 C∗ ⋉ Cの表現への非可換な拡大 C∗ ⋉ C ∋ (a, b) 7→(
a b
0 1

)
∈ GL2(C)を持つ. 一方, C∗ ⋉ C ∋ (a, b) 7→ (a) ∈ GL1(C)によりは可換 (自明な)な拡大

が得られる.
前述のTannaka圏の考え方から, (mixed) Hodge structureやベクトル束は行列表現と考えられる.

実際 Hodge structureは乗法群 C∗（重さ込みなら C∗ × C∗)を代数トーラスと考えて代数的表現と
思うことができる. また平坦ベクトル束は平行移動により基本群の表現に対応する. kごとに重さ k

3



の Hodge structureが与えられているとすると, それらをただ直和して並べただけのMixed Hodge
structureが得られる. Hodge structureを表現として見た時, このようなMixed Hodge structureは
表現として見ると可換 (自明な)な拡大とみなせる. 一方で, 各 GrWk (V )として, 与えられた Hodge
structureが現れるmixed Hodge structure で並べただけのものとは異なるものも得られる. このよ
うなMixed Hodge structureは表現として見ると (ある半直積群の)非可換な表現の拡大とみなせる.
こうして見ると, Mixed Hodge structureは Hodge structureの non-abelian化と見ることができる.
(具体的な群 (Tannaka双対)は [5]または [25]を参照)
コンパクトケーラー複素多様体M を考える. Hodge structureが与えられているとすると, M 上の

各点で与えられた Hodge structureを取る変動しない (constantな)Variation of Hodge structureが
得られる. Hodge structureを表現として見た時, このようなVariation of Hodge structureは表現と
して見ると可換な拡大とみなせる. 一方で, 一点 x ∈ M では与えられたHodge structureが現れるが
変動しているVariation of Hodge structureは表現として見ると (ある半直積群の)非可換な表現の拡
大とみなせる. こうして見ると, Variation of Hodge structureはHodge structureの点 x ∈ M に依存
する non-abelian化と見ることができる. (半直積の構造はHiggs束による“C∗-作用”(E, θ) 7→ (E, tθ)
に対応している [21, Section 6])
同様にして, M 上の Variation of mixed Hodge structureはmixed Hodge structureの点 x ∈ M

に依存する non-abelian化と見ることができる. (Hodge structureの二方向からの non-abelian化と
もいえよう) このような枠組みから考えると, 前述の主結果は以下のように statementを与えること
になる.

定理 1. コンパクトケーラー複素多様体Mとその各点xについて, Variation of mixed Hodge structure
からなる non-abelian mixed Hodge structureの canonicalな表示 (representative)を得た.
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