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古典的な結果

Mを多様体, Rr ×M→Mを (自明な)ベクトル束,
∇:C∞(Rr ×M)→ C∞(T∗M⊗ (Rr ×M))を接続,
ω を ∇が与える glr (R)に値をとる 1形式とする.
このとき
ベクトル束 Rr ×Mの閉道 γ に沿ったホロノミー
≈
各ベクトル v ∈ Rr を閉道 γ に沿って平行移動させる自己線型写像

·

特に dω + ω ∧ ω = 0が成り立つ (= ∇が平坦である)とき,
基本群の表現 π1(M, x)→ GLr(R)が得られる.
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ホロノミーは Chenの反復積分を用いて

∞∑
r=0

∫ ∫
ω . . . ω︸ ︷︷ ︸

r

= 1 +

∫ ∫
ω +

∫ ∫
ωω + . . .

と記述できる. ただし
1次元のとき

ω ∈ A1(M)⊗ gl(V ).
(d ⊗ 1)ω + ω ∧ ω = 0
V は有限次元ベクトル空間/R.
gl(V )は Lie代数.

2次元のとき,

ω ∈
⊕1

r=0Ar+1(M)⊗ gl(V)r .
(1⊗ d)ω + (d ⊗ 1)ω + ε(ω) ∧ ω = 0.
V は有限型の鎖複体/R.
gl(V)は differential crossed module.
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定理 (主結果)

これらの結果に対する単体的集合における類似が考えられる.

ホロノミー 2次ホロノミー 主結果
係数環 体 R 体 R Z⟨ϑ⟩

有限次元 有限型の
ベクトル空間 V 鎖複体 V

空間 C∞ 多様体M C∞ 多様体M 単体的集合 X

定義域 亜群 P1(M) 2-圏 P2(M) 単体的集合 [∆[1],X ]

Lie代数 Lie代数 gl(V ) 2-Lie代数 gl(V) 連結 L∞ 代数 g

接続 gl(V )値微分 1形式 gl(V)値微分形式 単体的写像
X → A1

•⟨ϑ⟩∧g
値域 Lie群 Aut(V ) 2-圏 Aut(V) dg代数 G⟨ϑ⟩g
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単体的集合を用いる動機

ホロノミーが与えるのはホモトピー群の情報だから.

Mのパスや 2-パスは特異単体複体 S(M)でも記述できる.
ホモトピー論的に位相空間と単体的集合は “等価”.

亜群ではなく (∞, 0)-圏として扱いやすいと思ったから.

(∞, n)-圏への拡張を考える手がかりになるかもしれないから.

(∞, 1)-圏の代表的なモデルの quasi-categoryは単体的集合.
単体的集合に付加構造を与えることで (∞, n)-圏のモデルが考えられる.
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反復積分

パス空間 C∞([0, 1],M)上の微分形式を構成する方法.

1. ω1, . . . , ωr：多様体M上の微分形式

2. pr∗1ω1 ∧ · · · ∧ pr∗rωr：M× · · · ×M︸ ︷︷ ︸
r

上の微分形式

3. ある写像 ∆r × C∞([0, 1],M)→M× · · · ×Mで引き戻す
(ただし ∆r := {(t1, . . . , tr )|1 ≥ t1 ≥ · · · ≥ tr ≥ 0})

4. 射影 pr∆r
: ∆r × C∞([0, 1],M)→ C∞([0, 1],M)に沿って

ファイバー積分する

以上でパス空間 C∞([0, 1],M)上の微分形式∫
ω1 · · ·ωr := pr∆r ∗(ω1 × · · · × ωr )

を得る.
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ファイバー積分

“射影”p : E → B による E 上の微分形式の押し出し.

射影 pr :M×N → N が与えられたとき,
M×N 上の微分形式 ω は局所的には

(fdx1 ∧ · · · ∧ dxm) ∧ pr∗α+ β (α ∈ A(N ), β ∈ A(M×N ))

と書ける.この表示に対して

pr∗ω := (

∫
M

fdx1 ∧ · · · ∧ dxm)α

で得られる微分形式 pr∗ω が ω の射影 pr に沿ったファイバー積分.
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単体的集合上の微分形式

∆n 上の “滑らかな”微分形式のなす可換 dg代数 A•
sm([n])を

割り当てることで単体的可換 dg代数 A•
sm を得る.

このとき多様体M上の微分形式 ω に対し,

ω(γ) := γ∗ω (γ : ∆r →M:“smooth”)

と定めることで単体的写像 ω : Ssm(M)→ A•
sm を得る.

Q代数 Q[x0, . . . , xn]/(
∑

i xi − 1)の Kähler微分加群 A1
PL([n])の

与える可換 dg代数 APL([n]) = Sym(A1
PL([n])[1])を

割り当てることで単体的可換 dg代数 A•
PL を得る.

このとき単体的写像 X → A•
PL は X 上の微分形式と対応する.

これらと同じように “微分形式のモデル”を作りそれを貼り合わせる.

Hom(X ,A) ∼= Hom(lim−→
n

∆[n],A) ∼= lim←−
n

Hom(∆[n],A) ∼= lim←−
n

An
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各 n ≥ 0に対し “最も小さい”モデルとして Z[x1, . . . , xn]から得られる
可換 dg代数を割り当てて “微分形式のモデル”を作りたい.

しかし積分には xn

n! の形の元が必要.∫ 1

0

∫ 1

y
xydxdy =

∫ 1

0
(
12

2!
y − y2

2!
y)dy =

12

2!
· 1

2

2!
− 13

3!

→
Q[ϑ]の部分環 Z⟨ϑ⟩ = Z[ϑ, ϑ2

2! ,
ϑ3

3! , . . . ]を Qの代わりの係数環に用いる.

(ϑ
n

n! を ϑ[n] と表記する.)

また Z[x1, . . . , xn]も同じように “広げる”.
(正確には divided power polynomial ringを使う.)
こうして得られる単体的可換 dg代数を A•⟨ϑ⟩と表記し,
単体的写像 ω : X → A⟨ϑ⟩を X 上の微分形式とみなす.
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積分のアイデア

局所的に “多項式”であることを利用して積分を定式化する.

f =
∑

N1,...,Nr
mN1,...,Nr x

[N1]
1 · · · x [Nr ]

r に対し∫ β1

α1

fdi1 :=
∑

mx
[N1]
1 · · · (β[Ni1

+1]

1 − α
[Ni1

+1]

1 ) · · · x [Nr ]
r

∫ βp

αp

· · ·
∫ β1

α1

fdi1 . . . dip :=

∫ βp

αp

(

∫ βp−1

αp−1

· · ·
∫ β1

α1

fdi1 . . . dip−1)dip
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単体的集合上の積分

射影 pr : X × U → X に沿ったファイバー積分を構成したい.

入力 出力
微分形式 ω : X × U → A⟨ϑ⟩ pr∗ω : X → A⟨ϑ⟩
帰納系 {ωx : ∆[n]× U → A⟨ϑ⟩}x∈X {pr∗ωx : ∆[n]→ A⟨ϑ⟩}x∈X

そこで以下の手順で構成する：

0. ω : X × U → A⟨ϑ⟩に対し
∆[n]×∆[r ]

x×u−−→ X × U
ω−→ A⟨ϑ⟩を ωx ,u と定める.

1. ωx ,u : ∆[n]×∆[r ]→ A⟨ϑ⟩から
pr∆[n]∗ωx ,u : ∆[n]→ A⟨ϑ⟩を構成する.

2. “和
∑

u∈U pr∆[n]∗ωx ,u”として pr∆[n]∗ωx : ∆[n]→ A⟨ϑ⟩を定める.

3. pr∆[n]∗ωx を貼り合わせて pr∆[n]∗ω を構成する.
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射影∆[n]×∆[r ]→ ∆[n]に沿ったファイバー積分

脈体函手は忠実充満な右随伴なので, 順序集合の議論に帰着できる.

[n]× [r ] ∼=
∪

Γ: [n+r ]↪→[n]×[r ][n + r ]という分解が存在する.
“埋め込み”Γ: [n + r ] ↪→ [n]× [r ]に対し

bΓ(i) := min{j ∈ [n + r ]|pr[n]Γ(j) = i}で与えられる単調増加関数
bΓ : [n]→ [n + r ]が “射影と垂直な方向”を
fΓ(i) := min{j ∈ [n + r ]|pr[r ]Γ(j) = i}で与えられる単調増加関数
bΓ : [n]→ [n + r ]が “射影と水平な方向”を

それぞれ表す.

∆n+r ∆n ×∆r

∆n

b

f
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更に uΓ(i) := fΓ(min{j ≥ 1|fΓ(j)− j = fΓ(i)− i})− 1と定める.

[5]

[7]

t1 t2 t3

t4 t5

t6

t7 t8 t9 t10

t11 t12

•

•

•

•
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[n + r ]
Γ−→ [n]× [r ]:単射単調増加関数

このとき埋め込み ||Γ∗|| : ∆n+r ↪→ ∆n ×∆r の像の
点 x = (x1, . . . , xn) ∈ ∆n のファイバー pr−1(x) ∩ Im||Γ∗||は

{(t1, . . . , tn+r )|tbΓ(i) = xi}

で与えられる.

∆n+r ∆n ×∆r

∆n

b

f
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ω:∆n ×∆r 上の微分形式

||Γ∗||∗ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn+r :∆n+r 上の微分形式

[n + r ]
Γ−→ [n]× [r ]:単射単調増加関数

“||Γ∗||∗ω のファイバー積分”は

“

∫
∆n+r ,Γ

fdx1 ∧ · · · ∧ dxn+r”

=(±)(
∫ xuΓ(r)

xfΓ(r)+1

· · ·
∫ xuΓ(1)

xfΓ(1)+1

fdxfΓ(1) . . . dxfΓ(r))dxbΓ(1) ∧ · · · ∧ dxbΓ(n)

で与えられる.

これを各埋め込みに対して考えて足し合わせたものが
“ω のファイバー積分”
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単体的集合∆[n]×∆[r ]上の微分形式 ω : ∆[n]×∆[r ]→ A⟨ϑ⟩に対しても,
各埋め込み Γ∗ : ∆[n + r ] ↪→ ∆[n]×∆[r ]による引き戻し

Γ∗∗ω = fdxfΓ(1) ∧ · · · ∧ dxfΓ(r) ∧ ((pr∆[n]Γ)
∗α) + β

の “積分”

(

∫ xuΓ(r)

xfΓ(r)+1

· · ·
∫ xuΓ(1)

xfΓ(1)+1

fdxfΓ(1) . . . dxfΓ(r))α

の総和を考えることでファイバー積分できそう.

∆n+r ∆n ×∆r

∆n

b

f

実は射影と垂直な方向に退化しているとうまくいかない.
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微分形式 ω : ∆[n]×∆[r ]→ A⟨ϑ⟩ 1:1⇐⇒ ω∧ ∈ [∆[r ],A⟨ϑ⟩]n
Eilenberg-Zilberの補題より

ω̃∧ ∈ [∆[r ],A⟨ϑ⟩]m が非退化
ω = (σ × 1)∗ω̃

を満たす全射 σ : [n]→ [m]が一意的に存在する.

命題� �
ω ∈ [∆[r ],A⟨ϑ⟩]n が非退化ならば, その面 diω (0 ≤ i ≤ n)も非退化.� �

各 Γ: [n + r ] ↪→ [n]× [r ]に対し xbΓ(i) 7→ bi , xfΓ(i) 7→ fi となるよう定める.

[∆[r ],A⟨ϑ⟩]n
=Hom(∆[n]×∆[r ],A⟨ϑ⟩)

⊂
∏

Γ: [n+r ]↪→[n]×[r ]

An+r ⟨ϑ⟩

⊂
∏

Γ: [n+r ]↪→[n]×[r ]

Sym(⟨db1, . . . , dbn, d f1, . . . , d fr ⟩Z⟨ϑ,b1,...,bn,f1,...,fr ⟩[1])
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各 Γ: [n + r ] ↪→ [n]× [r ]ごとに定まる埋め込み

An+r ⟨ϑ⟩ ⊂ Sym(⟨db1, . . . , dbn, d f1, . . . , d fr ⟩Z⟨ϑ,b1,...,bn,f1,...,fr ⟩[1])

はレトラクションをもつ.

α∗ : [∆[r ],A⟨ϑ⟩]m → [∆[r ],A⟨ϑ⟩]n に対応する射が

Sym(⟨db1, . . . , dbn, d f1, . . . , d fr ⟩Z⟨ϑ,b1,...,bn,f1,...,fr ⟩[1])

に対しても定まる.特に fi , d fi は動かない.

全射 σ の与える射の像に含まれるとき,またそのときに限り
“変数”bi , dbi のうち抜けているものが存在する.

以上を組み合わせて計算することで

面 diω が退化しているならば ω も退化している

ことを示せる.
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ω : ∆[n]×∆[r ]→ A⟨ϑ⟩を微分形式とする.

1. ω̃∧ ∈ [∆[r ],A⟨ϑ⟩]m が非退化になるよう ω = (σ × 1)∗ω̃ と分解.

2. 各 Γ: [m + r ] ↪→ [m]× [r ]で ω̃ を引き戻し,

Γ∗ω̃ =
∑
i

fΓ,idxfΓ(1) ∧ · · · ∧ dxfΓ(1) ∧ ((pr∆[n]Γ)
∗ωΓ,i ,b) + (others)

という形に分解する.

3. 各 Γ: [m + r ] ↪→ [m]× [r ]に対し∫
∆[r ]Γ

ω :=
∑
i

b∗Γ(

∫ xuΓ(r)

xfΓ(r)+1

· · ·
∫ xuΓ(1)

xfΓ(1)+1

fΓ,i ,dxfΓ(1) · · · dxfΓ(r))ωΓ,i ,b

と定める.

4. その総和として積分を定める:

pr∆[n]∗ω :=
∑

Γ: [n+r ]↪→[n]×[r ]

σ∗(

∫
∆[r ]Γ

Γ∗ω̃).
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射影 X ×∆[r ]→ X に沿ったファイバー積分

補題� �
微分形式 ω : ∆[n]×∆[r ]→ A⟨ϑ⟩と単調増加関数 α : [m]→ [n]に対し

α∗pr∆[n]∗ω = pr∆[m]∗((α× id)∗ω).

が成り立つ.� �
以下のような分解を考える.

∆[m]×∆[r ] ∆[n]×∆[r ] A⟨ϑ⟩

∆[l ]×∆[r ] ∆[q]×∆[r ] ∆[p]×∆[r ]

α×id ω

σσδα×id δσδα×id

σα×id
δα×id σ×id

ω̃

ただし ω̃∧ ∈ [∆[r ],A⟨ϑ⟩]p は非退化. よって ((δσδα × 1)∗ω̃)∧ も非退化.
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ちょっと乱暴に変形すると

α∗pr∆[n]∗ω =
∑

Γ: [p+r ]↪→[p]×[r ]

(σσδασα)
∗δ∗σδα(

∫
∆[r ]Γ

Γ∗ω̃)

≈
∑

Γ̃ : [q+r ]↪→[q]×[r ]

(σσδασα)
∗(

∫
∆[r ]Γ̃

Γ̃∗(δσδα × id)∗ω̃)

= pr∆[n]∗((α× id)∗ω)

が成り立つので

δ∗σδα(
∫
∆[r ]Γ Γ

∗ω̃) = 0.

δ∗σδα(
∫
∆[r ]Γ Γ

∗ω̃) = (
∫
∆[r ]Γ̃

Γ̃∗(δσδα × id)∗ω̃)となる

Γ̃ : [q + r ] ↪→ [q]× [r ]が存在する.

のどちらかが成り立ち,さらに任意の Γ̃ : [q + r ] ↪→ [q]× [r ]に対し
δ∗σδα(

∫
∆[r ]Γ Γ

∗ω̃) = (
∫
∆[r ]Γ̃

Γ̃∗(δσδα × id)∗ω̃)となる Γが存在すればよい.
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次の引き戻し図式を考える：

[h] [p + r ]

[q]× [r ] [p]× [r ]

β

Γ̃

δσδα×id

Γ

h < q + r のとき, “積分範囲”を調べることで

δ∗σδα(

∫
∆[r ]Γ

Γ∗ω̃)

:=
∑
i

δ∗σδαb
∗
Γ(

∫ xuΓ(r)

xfΓ(r)+1

· · ·
∫ xuΓ(1)

xfΓ(1)+1

fΓ,i ,dxfΓ(1) · · · dxfΓ(r))ωΓ,i ,b

=0

がわかる.

Γ̃ : [q + r ] ↪→ [q]× [r ]が与えられたとき, Γ̃が δσδα × id に沿った引き
戻しになるような Γ: [p + r ] ↪→ [p]× [r ]が一意的に存在する.

これらが有限半順序集合に関する (初等的な)議論から従う.
東北大学理学研究科数学専攻景山諒平 単体的集合上の微積分と高次ホロノミー 2023年 9月 15日 22 / 37



射影 X × U → X に沿ったファイバー積分

ω : X × U → A⟨ϑ⟩:微分形式

X

U

U の単体 u ∈ U ごとに定まる微分形式 (1× inu)
∗ω : X ×∆[n]→ A⟨ϑ⟩の

積分の和として ω の積分を定めたい
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各 n ≥ 0に対し fn := x1 + nϑと定める.

∆[1] ∆[1] ∆[1] ∆[1] · · ·

∆[0] ∆[0] ∆[0] · · ·

A⟨ϑ⟩

δ∗0 δ∗1 δ∗0 δ∗1 δ∗0 δ∗1

f0dx1

f1dx1 f2dx1

f3dx1

これより得られる微分形式∆[0]× (
∪

n ∆[1])→ A⟨ϑ⟩の
射影∆[0]× (

∪
n ∆[1])→ ∆[0]に沿った (ファイバー)積分とは？
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微分形式 dx1 + dx1 ∧ dx2 : ∆[2]→ A⟨ϑ⟩の
射影∆[0]×∆[2]→ ∆[0]に沿った (ファイバー)積分は？

∆[2]の非退化な単体は

∆{0},∆{1},∆{2}︸ ︷︷ ︸
0 単体

,∆{0, 1},∆{0, 2},∆{1, 2}︸ ︷︷ ︸
1 単体

,∆[2]︸︷︷︸
2 単体

dx1 の∆{0, 1},∆{0, 2} ⊂ ∆[2]への引き戻しは dx1

東北大学理学研究科数学専攻景山諒平 単体的集合上の微積分と高次ホロノミー 2023年 9月 15日 25 / 37



微分形式 ω : X × U → A⟨ϑ⟩に対し∪
r

{u ∈ Ur |((id × u)∗ω)∧ ∈ [X ,A⟨ϑ⟩∧U∞g]r is non-degenerate.}

で定義される集合 suppprX (ω)が有限集合のとき,
射影 X × U → X の方向に沿って有限な台をもつという.

suppprX (ω)には

u1 ≤ u2 iff u1 = δ∗u2 for some order-preserving map δ : [r1]→ [r2].

で順序が定まる.この順序における極大元の集合を partω(U)と書く.

prX ∗ω :=
∑

u∈partω(U)

prX ∗((id × u)∗ω).
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Stokesの定理

ファイバー積分の Stokesの定理∫
M

dω −
∫
∂M

ω = (±)d
∫
M

ω ω ∈ A(M×N )

の類似を考えたい.

Q. 一般の単体的集合の境界とは？

単体ホモロジーの構成では,単体の面の交代和を全て足し上げた

∑
x

r∑
i=0

(−1)ixδi

を境界だと考えていた.これを真似る.
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単体的集合上の (境界)ファイバー積分� �
ω:射影 X × U → X の方向に沿って有限な台をもつ微分形式

prX ∗ω :=
∑

u∈partω(U)

prX ∗((id × u)∗ω)

∂prX ∗ω :=
∑

(∆[r ]
u−→U)∈partω(U)

r∑
i=0

(−1)iprX ∗((id × uδi )
∗ω)

� �
定理� �

ω:射影 X × U → X の方向に沿って有限な台をもつ微分形式

prX ∗dω − ∂prX ∗ω =
∑

(∆[r ]
u−→U)∈partω(U)

(−1)rdprX ∗((id × u)∗ω)

� �
局所的には “多項式”なので微積分学の基本定理が使え, 境界での積分と積
分の微分が結びつく.

東北大学理学研究科数学専攻景山諒平 単体的集合上の微積分と高次ホロノミー 2023年 9月 15日 28 / 37



反復積分

パス空間 C∞([0, 1],M)上の微分形式を構成する方法.

1. ω1, . . . , ωr：多様体M上の微分形式

2. pr∗1ω1 ∧ · · · ∧ pr∗rωr：M× · · · ×M︸ ︷︷ ︸
r

上の微分形式

3. ある写像 ∆r × C∞([0, 1],M)→M× · · · ×Mで引き戻す
(ただし ∆r := {(t1, . . . , tr )|1 ≥ t1 ≥ · · · ≥ tr ≥ 0})

4. 射影 pr∆r
: ∆r × C∞([0, 1],M)→ C∞([0, 1],M)に沿って

ファイバー積分する

以上でパス空間 C∞([0, 1],M)上の微分形式∫
ω1 · · ·ωr := pr∆r ∗(ω1 × · · · × ωr )

を得る.
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単体的集合上の反復積分

単体的集合 X 上の微分形式 ω1, . . . , ωr : X → A⟨ϑ⟩から以下で
単体的集合 [∆[1],X ]上の微分形式

∫
ω1 . . . ωr : [∆[1],X ]→ A⟨ϑ⟩を得る.

[∆[1],X ]r ×∆[1]r (∆[1]× [∆[1],X ])r

[∆[1],X ]×∆[r ] X r X r X

[∆[1],X ]×∆[r ] A⟨ϑ⟩ (A⟨ϑ⟩)r A⟨ϑ⟩

[∆[1],X ] A⟨ϑ⟩

diagonal×ιr (ev)r

ϕr pri

pr∗1ω1∧···∧pr∗r ωr ⊓ipr
∗
i ωi ωi

ω1×···×ωr ∧ pri∫
ω1...ωr
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L∞ 代数に値をとる接続

A∞ 代数
:= 次数付き加群 A• と次数 −1の線型写像 D : TA[1]→ TA[1]
≈ 結合代数の高次化 (ホモトピーによる差を無視すれば結合代数)

L∞ 代数
:= 次数付き加群 g• と次数 −1の線型写像 D : Symg[1]→ Symg[1]
≈ Lie代数の高次化 (ホモトピーによる差を無視すれば Lie代数)

　
接続は多様体M上の Lie代数 gに値をとる 1形式 g⊗A1(M)を与える.

L∞ 代数 (g•,D)と各 n ≥ 0に対し定まる次数付き加群

A•
n⟨ϑ⟩∧g :=

∏
p+•=q

gp ⊗Aq
n⟨ϑ⟩

の 1次の元を “∆[n]上の gに値を取る接続”と考える.
この貼り合わせとして単体的集合 X 上の gに値を取る接続を定義する.
(単体的写像 X → A1⟨ϑ⟩∧g を X 上の接続と考える.)
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Lie代数から普遍包絡代数として代数が作れるように
L∞ 代数 gから dg代数 U∞gが構成できる.
この dg代数に対し,各 n ≥ 0について

A•
n⟨ϑ⟩∧U∞g :=

∏
p+•=q

U∞gp ⊗Aq
n⟨ϑ⟩

により次数付き代数が定まる.これを貼り合わせたものとして,
すなわち単体的写像 X → A•⟨ϑ⟩∧U∞g として,
単体的集合 X 上の gに値を取る形式的微分形式を定義する.

形式的微分形式は局所的には v ⊗ ω ∈
∏

p+•=q U∞gp ⊗Aq
n⟨ϑ⟩の形の元の

線形和で書くことができる.積分を

v ⊗ ω 7→ v ⊗
∫

ω

と拡張することで,
X × U 上の形式的微分形式の射影 X × U → X に沿ったファイバー積分が
定義できる.
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de Rham写像

微分形式 ω : X → A⟨ϑ⟩ と X の単体の形式和
∑

x mxx に対し,

⟨ω,
∑
x

mxx⟩ =
∫
∑

x mxx
ω :=

∑
x

mxpr∆[0]∗x
∗ω

により Z⟨ϑ⟩の元が定まる.
これにより L∞ 代数 gに対し, X 上の gに値を取る微分形式の余鎖複体

A⟨ϑ⟩(X , g) := HomsSet(X ,A⟨ϑ⟩∧U∞g)

から余鎖複体

C•⟨ϑ⟩(X , g) :=
∏

p+•=q

U∞gp ⊗ HomZ(Z[X ]q,Z⟨ϑ⟩)

への鎖準同型が得られる.
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余鎖複体 C•⟨ϑ⟩(X , g)は積構造を持つ.
これにより単体的代数

G•n⟨ϑ⟩g = C•⟨ϑ⟩(∆[n], g)

=
∏

p+•=q

Û∞gp ⊗ HomZ(Z[∆[n]]q,Z⟨ϑ⟩)

が得られる. (Û∞gは U∞gの完備化.)
これは dg代数を与える. dg代数は A∞ 代数の特殊な場合.
(高次の “積”が全て自明な A∞ 代数が dg代数.)
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以上を組み合わせることで

単体的集合 X 上の L∞ 代数 (g,D)に値を取る接続∇ : X → A⟨ϑ⟩∧U∞g

から

パス空間 [∆[1],X ]の “表現”

Hol∇ :=
∞∑
r=0

∫ ∫
∇· · ·∇︸ ︷︷ ︸

r

: [∆[1],X ]→ G⟨ϑ⟩g

を構成することができる.
これを X の (高次)ホロノミー (の表し方の一つ)と考える.
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stratified simplicial set

stratified simplicial set� �
単体的集合 X̃ と部分集合 tX ⊂

∪
p>0 X̃p の組.

tX の元を thin simplexという.

退化した単体を全て含むこと以外は tX に課される条件はない.

X の “可逆な単体”,あるいは “単体の合成”などを表す.� �
Kan複体, quasi-categoryは “ある horn extensionを満たす単体的集合”.
同じような “拡張性質”を満たす stratified simpplicial setとして
weak complicial setというものが知られている.
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Kan複体や quasi-categoryは, thin simplexの集合 tX を適切に定める
ことで weak complicial setを与える.

weak complicial setは (∞, n)-圏のモデルになると考えられている.

可微分多様体 (あるいは微分空間)Mに対し
滑らかな写像 γ : ∆n →Mを n単体
dγx : Tx∆r → TxMの退化次数が 0でない点 x ∈ ∆n が存在するもの
を thin n-simplex

と定めることで stratified simplicial setが得られる.

課題� �
今回の結果を stratified simplicial setに対する類似として,
(∞, n)-圏や微分空間に応用できるような形で拡張できないか？� �
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