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Immanant とは, determinant (行列式) や permanent (determinant の符号を変化を
取り除いたもの) を一般化するような, 正方行列に対して定まる関数であり, Schur ([3])

によって導入され, Littlewood-Richardson ([2]) によって名付けられたとされている.

定義. A = (aij)1≤i,j≤nとする. χをn次対称群Snの表現から定まる既約指標であると
する. このとき, (normalized) immanant d

Sn

χ を次で定義する.

d
Sn

χ (A) :=
1

χ(id)

∑
σ∈Sn

χ(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

既約指標χが交代指標, 自明指標のときの immanant はそれぞれ, determinant, perma-

nent に一致することが確かめられる.

Snの既約表現は, nの分割と 1 対 1に対応することが知られている. このことによ
り immanant はヤング図形でパラメータ付けすることができるので, 分割 λに対応す
る immanant を単に dλと書くこともある.

行列Aを (半正値) エルミート行列に制限すると, 各 immanant は実数値をとる. そ
の大小関係について最も知られているものに, 次のSchur の定理と Lieb の予想がある.

定理 (Schur [3]). Aが半正値エルミート行列であるとき, 次が成り立つ.

dλ(A) ≥ detA.

予想 (Lieb [1], permanental dominance conjecture). Aが半正値エルミート行列である
とき, 次が成り立つ.

dλ(A) ≤ perA.

つまり, determinant とは最小の immanant であるのに対し, permanent が最大であろ
うという予想である.

本講演では, これらの不等式の一般化, 精密化へのアプローチと, immanantal poly-

nomial dλ(xI − L)を考えたとき, 各係数の間にも同様の大小関係が成り立つことを述
べる. また, グラフ理論との関係や, n → ∞のときの immanant の極限値についても紹
介したい.
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