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本稿の内容は、日比孝之氏・木村杏子氏・Augustine O’Keefe氏との共同研究に基
づくものである。

1 導入
Gを頂点集合 V (G) = {1, . . . , n}上の有限単純グラフとする。E(G)でGの辺集

合を表す。S = K[x1, . . . , xn]を体K 上の n変数多項式環とする。グラフGのエッ
ジイデアル I(G)は

I(G) = ( xixj : {i, j} ∈ E(G) ) ⊂ S

で定義されるSの単項式イデアルである。エッジイデアルI(G)の研究において、I(G)

やS/I(G)に関する可換環論的不変量や性質をグラフGの言葉で記述することは非常
に重要な問題である。特に重要な不変量の１つに Castelnuovo–Mumford regularity

reg(S/I(G))が挙げられる。

M ⊂ E(G)が Gのマッチングであるとは、任意の相異なる e, e′ ∈ M に対し、
e ∩ e′ = ∅を満たすときにいう。m(G)でGのマッチングの最大濃度を表す。また、
GのマッチングM ⊂ E(G)が Gの誘導マッチングであるとは、任意の相異なる
e, e′ ∈ M に対し、e ∩ f 6= ∅かつ e′ ∩ f 6= ∅を満たす f ∈ E(G)が存在しないときに
いう。im(G)でGの誘導マッチングの最大濃度を表す。
グラフGについて、Hà–VanTuyl [3, Theorem 6.7] 及び Katzman [6, Lemma 2.2]

により、reg(S/I(G))に関する次の不等式が従う。

im(G) ≤ reg(S/I(G)) ≤ m(G) (1)

よって、m(G) = im(G)を満たすグラフGを考えるのは非常に自然なことである。

グラフにおいて、次数１の頂点を丁度１個持つ辺を leaf edgeと呼ぶ。また、次数
２の頂点を丁度２個持つ triangleを pendant triangleと呼ぶ。

Cameron–Walker [4]は、m(G) = im(G)が成立するグラフGを以下のように特徴
付けた。
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定理 1 ([4, Theorem 1]) Gを有限連結単純グラフとする。Gが im(G) = m(G)を
満たすこととGが次のグラフのいずれかであることは同値である。

(a) (1, n)型完全二部グラフ

(b) いくつかの trianglesを１点でくっつけたもの

(c) 頂点の分割U t V 上の連結二部グラフのU の各頂点に１つ以上の leaf edgeを
付け、V の各頂点にいくつかの pendant trianglesを許したグラフ

定理 1 (c) のような有限連結単純グラフをCameron–Walkerグラフと呼ぶこと
にする。例えば、図 1のような２つのグラフはCameron–Walkerグラフである。

連結二部グラフ

leaf edge

pendant triangle

図 1: Cameron–Walkerグラフ

不等式 (1)及び定理 1によって、Cameron–WalkerグラフGのエッジイデアルの
regularity reg(S/I(G))はグラフ Gの言葉で記述することができる。そこで本稿で
は、Cameron–WalkerグラフGのエッジイデアル I(G)に関する他の可換環論的性
質について議論する。具体的には、Cohen–Macaulay性やGorenstein性、射影
次元について議論する。

2 Cameron–Walkerグラフの可換環論的性質

2.1 Cohen–Macaulay性

まず、Cameron–WalkerグラフのCohen–Macaulay性について議論する。
T ⊂ V (G)がGの独立集合とは、任意の i, j ∈ T に対し {i, j} 6∈ E(G)となる集合

のことである。∆(G)をGの独立集合からなる単体的複体とする。このときS/I(G)

は、単体的複体∆(G)に付随する Stanley–Reisner環に一致する。よって、S/I(G)

の性質は∆(G)の性質を大きく反映する。一般の単体的複体∆において、次が成立
することが良く知られている。

• ∆は vertex decomposable =⇒ ∆は shellable =⇒ K[∆]は sequentially Cohen–

Macaulay
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• ∆は pure shellable =⇒ K[∆]はCohen–Macaulay =⇒ K[∆]は非混合的

• ∆は pure ⇐⇒ K[∆]は非混合的

ここで、次の定理を紹介する。

定理 2 Gを頂点集合 {x1, . . . , xn}上のグラフとし、k1, . . . , knを２以上の整数とす
る。G′をGの各頂点 xiに ki頂点完全グラフKki

を付け加えたグラフとする。この
とき、∆(G′)は pure かつ vertex decomposableである。

この定理は、[1, Theorem 3.3]を適用して証明することが出来る。

次の定理は、Cameron–WalkerグラフのCohen–Mavcaulay性を与えるものである。

定理 3 GをCameron–Walkerグラフとする。このとき、次の５条件は同値である。

(i) S/I(G)は非混合的 (ii) S/I(G)はCohen–Macaulay

(iii) ∆(G)は pure shellable (iv) ∆(G)は pure vertex decomposable

(v) Gは、U t V 上の連結二部グラフに、U の各頂点に leaf edgeを１つ付け、V

の各頂点に pendant triangleを１つ付けたグラフである

定理 3の証明の概要
一般のグラフにおいて、(iv) =⇒ (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i) が成立する。さらに、(v)

=⇒ (iv) は定理 2から直接従う。ゆえに、(i) =⇒ (v)を示せばよい。
Gが (v)を満たしていないとすると、極大な独立集合で濃度が違うものを構成す

ることが出来る。これは、∆(G)のファセットで次元が異なるものが存在することを
示している。つまり、∆(G)は pureでない。よって、S/I(G)は非混合的でない。

2.2 Gorenstein性

次に、Cameron–WalkerグラフのGorenstein性について議論する。

定理 4 GをCameron–Walkerグラフとすると、S/I(G)はGorensteinではない。

この定理 4は、S/I(G)がCohen–Macaulayであるとき（つまり、Gが定理 3の (v)

を満たしているとき）、S/I(G)のCohen–Macaulay type dimK Extn
S(K,S/I(G)) が

２以上であることを示せばよい。実際には、

dimK Extn
S(K,S/I(G)) ≥ 2m

（ただし、mはGの pendant triangleの個数）を示すことが出来る。
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2.3 sequentially Cohen–Macaulay性

次に、Cameron–Walkerグラフの sequentially Cohen–Macaulay性について議論
する。

定理 5 任意の Cameron–WalkerグラフGについて、∆(G)は vertex decomposable

である。特に、S/I(G)は sequentially Cohen–Macaulayである。

この定理の証明のために、次の定理を用いる。

定理 6 ([7, Theorem 1]) グラフGが長さ３または長さ５の弦なしサイクルを持た
ないとする。このとき、∆(G)は vertex decomposableである。

定理 5の証明の概要
GをCameron–Walkerグラフとする。Gを構成している二部グラフの頂点の分割

をU t V とし、U の各頂点に leaf edgeがあり、V の各頂点に pendant triangleを許
すと仮定する。|U |に関する帰納法で示す。
|U | = 1のとき、Gを構成している二部グラフはサイクルを含まない。よって、G

には pendant triangle（長さ３のサイクル）以外のサイクルを含まないので、定理 6

より、∆(G)は vertex decomposableである。
|U | > 1のときも、vertex decomposableの定義および帰納法の仮定から、∆(G)が

vertex decomposableであることがわかる。

2.4 射影次元

最後に、Cameron–Walkerグラフの射影次元 pdim(S/I(G))について紹介する。
グラフGの頂点集合の部分集合A ⊂ V (G)に対し、NG(A) = {v ∈ V (G) : ∃w ∈

A s.t. {v, w} ∈ E(G)}と定義する。さらに、i(G) = min{|A| : A ⊂ V (G), A ∪
NG(A) = V (G)}と定義する。

Cameron–WalkerグラフGについて、定理 5より、S/I(G)は sequentially Cohen–

Macaulayであるので、[2, Corollary 5.6, Remark 5.7]により、

pdim(S/I(G)) = |V (G)| − i(G)

を得る。

最後に

ご覧の通り、本稿では、細かい定義や証明等の大部分を省いています。詳しくは、
プレプリント [5]に書いてありますので、そちらをご覧ください。
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