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本稿は第 19回代数学若手研究会での講演をまとめたものである.

導入

本稿で主に扱う傾加群はBrenner-Butlerによって定式化された加群で,導来圏における森田型の
同値を誘導する非常に重要な加群である. したがって与えられた有限次元代数において,傾加群を
分類することは一つの大きな問題である.この問題への一つのアプローチがRiedtmann-Schofield

によって導入された傾変異の理論である.傾変異は与えられた傾加群から別の傾加群を作る操作
であるが, Happel-Unger によって基本的な傾加群 (の同型類)上に定まるある半順序が傾変異と
密接に関わっていることが示された.以来この半順序集合の研究が盛んになされている.

目的

本稿では前射影的な傾加群がなす部分半順序集合と分配束と呼ばれる半順序集合のクラスの関
係について得られた結果を紹介する. 有限分配束について以下の定理がよく知られている:

Theorem 0.1. (Birkhoff’s representation Theorem [3], [4]) Lを有限分配束とする.この時,あ
る有限半順序集合 P が存在して次の半順序同型が成立する.

L ≃ I(P ).

ここで I(P )は I のイデアルがなす半順序集合 ({I のイデアル },⊂)である.

本稿ではまず前射影傾加群のなす半順序集合が無限分配束になる為の必要十分条件を与え, そ
の場合に上の定理の類似が成り立つ事を述べる.

設定

本稿の設定は以下の通り.

1. Q:有限連結な非輪状クイバー.

2. Q0: Qの頂点集合, Q1 : Qの辺集合.

3. kQ:代数閉体 k上のQの道代数.

4. mod-kQ:有限次元右 kQ-加群のなす圏.

5. τ, τ−:Auslander-Reiten 移動



1 準備

M ∈ mod-kQとする.この時, M は一意的な直既約分解

M ≃ M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mr

を持つことが知られている (Krull-Schmidt). そこでM の非同型な直既約因子の個数を |M |で表
し,各直既約因子が互いに非同型な時, M を基本的と呼ぶ.

1.1 前射影加群

ここでは前射影加群の定義を述べる.

Proposition 1.1. 次の４つの集合の間には (自然な )１対１対応が存在する.

(a) Qの頂点集合 Q0

(b) 既約 kQ-加群の同型類

(c) 直既約射影 kQ-加群の同型類

(d) 直既約入射 kQ-加群の同型類

以下では頂点 a ∈ Q0に対応する直既約射影 kQ-加群を P (a)で表す. この時,前射影加群が次
で定義される.

Definition 1.2. M ∈ mod-kQが前射影加群であるとはある非負整数 rが存在して τ rM = 0と
なる時に言う.

Remark 1.3. 定義よりM ∈ mod-kQが前射影加群である事とM の任意の直既約因子が τ−rP (a)

の形をしている事は同値である事に注意する.

Theorem 1.4. Qが Dynkin-クイバーでないとする.この時,写像 (r, a) 7→ τ−rP (a)は１対１
対応

Z≥0 ×Q0
1:1↔ {直既約前射影加群の同型類 }

を誘導する.さらにこの対応によって mod kQの Auslander-Reiten クイバーの前射影成分は
translationクイバー Z≤0Q

opと自然に同型である.

以下 mod kQのAuslander-Reiten クイバーの前射影成分を Γp(Q)と書く.

1.2 傾加群上の半順序

ここでは傾加群上の半順序を導入する.詳しくは [5],[6]等を参照してください. まず道代数上
の傾加群が次で定義される.

Definition 1.5. kQ-加群 T が次の条件 (1),(2)を満たす時, T を傾加群と呼ぶ.

(1) Ext1kQ(T, T ) = 0.

(2) |T | = #Q0.



ここで T (Q) := {kQ上の基本的傾加群 (の同型類)}とする.

Proposition 1.6. T (Q)上の関係 ≥を次で定める:

T ≥ T
′ def⇔ Ext1kQ(T, T

′
) = 0.

この時,関係 ≥ は T (Q)上の半順序となる.

Example 1.7. Q = 1 → 2 → 3とする.この時, Tp(Q)は以下で与えられる:

k → k → k

0 → k → k

0 → 0 → k

k → k → k

0 → k → k

0 → k → 0

k → k → k

k → k → 0

0 → k → 0

k → k → k

k → 0 → 0

0 → 0 → k

k → k → k

k → k → 0

k → 0 → 0

1.3 分配束

Definition 1.8. P を半順序集合とする.

(1) P が束であるとは,任意の２つの元 x, yに対して,それらの共通上界の最小元 (x ∨ y)及び共
通下界の最大元 (x ∧ y)が存在する時に言う.

(2) P が分配束とは任意の３つの元 x, y, zに対して,次が成り立つ時に言う.

(x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z).

半順序集合 P の部分集合 I が順序に関して下に閉じている時, I をイデアルと呼ぶ.本稿では
I(P )で P のイデアル全体が包含関係に関してなす半順序集合を表す事にする.

2 主結果

この節では本稿の主結果を述べる. Tp(Q) := {T ∈ T (Q) | T : 前射影加群 }上に T (Q)から定
まる半順序を入れ, 以下では Tp(Q)を半順序集合とみなす.



Theorem 2.1. Tp(Q)が無限分配束になる事と, Qが次の条件 (C)を満たす事は同値.

(C) 任意の Qの頂点が少なくとも２本の辺と接する.

以下では Qは条件 (C)を満たすとする.特に QはDynkin-クイバーではない事に注意する.

Definition 2.2. 半順序集合 P (Q)を以下で定める:

•集合として P (Q) = Γp(Q)0.

• X > Y
def⇔ X から Y にパスが存在する.

この時,無限分配束 Tp(Q)に関して Birkhoffの表現定理の類似が次で得られる.

Theorem 2.3. Qは条件 (C)を満たすとする.この時,次の半順序同型が成り立つ.

Tp(Q) ≃ I(P (Q)) \ {∅}

Example 2.4. Qを次のクイバーとする:

Q : 0 1 2

この時, Γp(Q)は次のようになる:

したがって P(Q)のHasse-クイバーは次で与えられる:



以上より Tp(Q) ≃ I(P (Q)) \ {∅}は以下で与えられることがわかる.
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