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1 はじめに

ホロノミック勾配法は [3]において提案された, 数式処理を利用した数値計算の手法で
ある. この手法では,評価したい関数の満たす微分方程式を利用して数値計算を行う.
統計学に現れる様々な正規化定数や領域確率はパラメータの関数と見なすことができ
るので, その数値計算へのホロノミック勾配法の応用が期待される.

d次元ユークリッド空間の有限個の半空間の共通部分として表される領域を多面体
領域と呼ぶ.すなわち,集合P ⊂ Rdが多面体領域であるとは, 適当な実数 aij, bj により
P := {x ∈ Rd :

∑d
i=1 aijxi + bj ≥ 0 (1 ≤ j ≤ n)} と書けることことを言う. 多変量正規

分布に従う確率ベクトルX が領域 P に値をとる確率を多面体領域の正規確率と呼ぶ.
この確率を数値的に評価することは,統計学の応用において重要とされている [2].
本研究では,多面体領域の正規確率の数値計算にホロノミック勾配法を応用する際

に必要となるホロノミック系と Pfaffian 系の明示的な表示を与えた.

2 数値計算の対象となる関数

多面体領域の正規確率の数値計算は,パラメータを適当に変換することにより, 標準正
規分布の場合に帰着される.そこで, (ãij, b̃j) ∈ Rd×n ×Rnのある近傍 U で定義される
関数

φ(a, b) =

∫
Rd

1

(2π)d/2
exp

(
1

2

d∑
i=1

x2
i

)
n∏

j=1

H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
dx (1)

について考える. ここで,H(x)は Heaviside 関数で,(aij, bj) ∈ U とする. 多面体領域 P

の facet を F1, . . . , Fn で表すことにし, F :=
{
J ⊂ [n] :

∩
j∈J Fj ̸= ∅

}
をP に付随する

abstract simplicial complex と呼ぶことにする. 多面体領域P が一般の位置にあるとい
う仮定の下で, 上の式の被積分関数に現れるHeaviside 関数の積は,(ãij, b̃j)の近傍で，x
の関数として

n∏
j=1

H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
=
∑
J∈F

∏
J∈F

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)
(2)

と分解されることが示せる [1]. この等式により,式 (1)の積分は多面体領域の正規確
率は、 ∫

Rd

1

(2π)d/2
exp

(
1

2

d∑
i=1

x2
i

)∑
J∈F

∏
J∈F

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)
dx (3)

と書き表すことが出来る. ここで,H(x)は Heaviside 関数である。この式の右辺の各項
が実解析関数であることを示すことが出来る. 従って,この表示により,式 (1)で定義さ
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れる関数は領域 {
(a, b) ∈ Cd×n ×Cn : αF (a) ̸= 0(F ∈ F)

}
に解析接続されることが分かる. ここで,αF (a) :=

(∑d
k=1 akiakj

)
i,j∈F

である. そこで,

式 (3)で定義される関数について注目することにする.

3 主結果

式 (3)の被積分関数の満たす holonomic module の積分加群を計算することにより, 次
の定理を得る.

Theorem 1. 式 (3)で定義される関数を g(a, b)とおく. 集合 J ⊂ [n]に対し,gJ :=(∏
j∈J ∂bj

)
g とおくと,(gJ)J∈F は次の微分方程式を満たす.(
∂aij −

n∑
k=1

aik∂bk∂bj

)
gJ = 0 (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (4)

∂bjg
J − gJ∪{j} = 0 (j ∈ Jc, J ∈ F), (5)

(bj +
n∑

k=1

d∑
i=1

aijaik∂bk)g
J = 0 (j ∈ J, J ∈ F), (6)

gJ = 0 (J /∈ F). (7)

さらに,この微分方程式系が定める左D加群Mは holonomic moduleで、その holonomic
rank は P の空でない面の個数に等しい。

さらに M の holonomic rank と Pfaffian 系は次で与えられる.

Theorem 2. holonomic module M の holonomic rank は多面体領域 P の空でない面
の個数に等しい. すなわち, rank(M) = |F| が成り立つ. また,M に付随する Pfaffian
系は

∂aijg
J =

n∑
k=1

aik∂bk∂bjg
J (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (8)

∂bjg
J = gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F), (9)

∂bjg
F = −

∑
k∈F

αjk
F (a)

(
bkg

J +
∑
ℓ∈F c

αkℓ(a)g
J∪k

)
(j ∈ J, J ∈ F). (10)

により与えられる. ここで,(αij
F (a))i,j∈F は αF (a)の逆行列である.

2



4 証明の概要

式 (2)の右辺を g とおく。さらに、集合 J ⊂ [n]に対し,gJ :=
(∏

j∈J ∂bj

)
g とおく

と,(gJ)J∈F は佐藤超関数として次の微分方程式を満たす.

∂xi
gJ =

n∑
j=1

aij∂bjg
J (1 ≤ i ≤ d, J ∈ F), (11)

∂aijg
J = xi∂bjg

J (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (12)

∂bjg
J = gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F), (13)

fjg
J = 0 (j ∈ J, J ∈ F). (14)

多項式係数の微分作用素環Dabx := C⟨aij, bk, xℓ, ∂aij , ∂bk , ∂xℓ
⟩を考える。上の微分方

程式系に自然な形で対応するDabx-加群は、Mχ := (
∑

J∈F Dabxg
J)/Nχ で与えられる。

ここで gJ は不定元を表し、Nχは(
∂xi

−
n∑

j=1

aij∂bj

)
gJ (1 ≤ i ≤ d, J ∈ F), (15)(

∂aij − xi∂bj
)
gJ (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (16)

∂bjg
J − gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F), (17)

fjg
J , (j ∈ J, J ∈ F). (18)

で生成される
∑

J∈F Dabxg
Jの部分Dabx加群である。特性多様体の次元を評価すること

により、Mχはホロノミックであることが示せる。
微分作用素 (

xi + ∂xi
−

n∑
j=1

aij∂bj

)
gJ (1 ≤ i ≤ d, J ∈ F)

及び、(16),(17),(18)で生成される加群をNqとおくと、Mχがホロノミックであること
から、Mq := (

∑
J∈F Dabxg

J)/Nq もホロノミックであることが従う。加群Mqは、関数(∏
j∈J

∂bj

)
• exp

(
1

2

d∑
i=1

x2
i

)∑
J∈F

∏
J∈F

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)
(J ∈ F)

の満たす微分方程式系に対応する。
加群Mqの変数 xiに関する積分加群Mq/

∑d
i=1 ∂xi

Mqを計算すると、次を得る。す
なわち、微分作用素環Dab := C⟨aij, bk, ∂aij , ∂bk⟩ を考える。自由Dab-加群

∑
J∈F Dabg

J

の元 (
∂aij −

n∑
k=1

aik∂bk∂bj

)
gJ (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, J ∈ F), (19)

∂bjg
J − gJ∪{j} (j ∈ J c, J ∈ F), (20)

(bj +
n∑

k=1

d∑
i=1

aijaik∂bk)g
J (j ∈ J, J ∈ F). (21)

3



が生成する部分加群をNとおくと、商加群M :=
∑

J∈F Dabg
J/Nは積分加群Mq/

∑d
i=1 ∂xi

Mq

と同型である。特に、ホロノミック加群の積分加群は再びホロノミックになるから、M
はホロノミックである。
加群M を線形微分方程式系と見なした時、関数∫

Rd

1

(2π)d/2
exp

(
1

2

d∑
i=1

x2
i

)∏
J∈F

(
H

(
d∑

i=1

aijxi + bj

)
− 1

)
dx (J ∈ F)

は |F|個の一次独立な解となる。このことから、M のホロノミックランクは |F|以上
であることが従う。また、Pfaffian 系を具体的に構成することにより、C(a, b)⊗M が
gJ(J ∈ F)で張られることが言えるので、M のホロノミックランクは |F|で上から抑
えられることも言える。
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