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1. 導入
本研究は沼田泰英氏 (信州大学)との共同研究に基づく結果である.

アソシエーションスキームはBose–Shimamoto [2]によって統計の実験計画法の中で
導入された概念である. 現在では代数的組合せ論において重要な研究対象となってい
る. 一方, Kuribayashi–Matsuo [3]は, アソシエーションスキームを小圏の視点から一
般化した (擬)スキーモイドという概念を与えた. 擬スキーモイドは, 小圏Cと射全体の
集合の分割Sの組 (C, S)で与えられる. また, アソシエーションスキームから隣接代数
と呼ばれる代数が得られるが, その対応物として擬スキーモイドに対してはスキーモイ
ド代数と呼ばれる体 k上の代数 k(C, S)が得られる. 我々は特に, 小圏のコホモロジー
論を用いてk(C, S)上の加群を調べることによりスキーモイドの構造を研究することに
重点を置く. そのために我々は, Baues–Wirschingコホモロジーと呼ばれる小圏のコホ
モロジーを用いて k(C, S)上の加群Mを評価する量となるスキーモイドコホモロジー
Hn((C, S);M)を与えた. Baues–Wirschingコホモロジーとは, ある関手Dを係数に持
つ小圏のコホモロジーHn

BW (C, D)でありBaues–Wirsching [1]によって導入された. ス
キーモイドコホモロジーは, k(C, S)上の加群の間の同値関係である “d-同値”に対する
不変量となっている. この d-同値によりスキーモイド代数上の加群を分類するために
Hn((C, S);M)の計算は重要である.

スキーモイドコホモロジーを計算する為にはBaues–Wirschingコホモロジーを計算
する必要があるが一般の小圏に対してBaues–Wirschingコホモロジーを計算すること
は難しい. そこで, 我々は計算で扱う小圏 CとしてB2-自由な順序集合から得られるも
のを考える. ここで, B2-自由な順序集合とは 2次のブール束と同一視できる部分順序
集合を持たない順序集合のことである. このときBaues–Wirschingコホモロジーには
次の事実がある.

• 関手F : C → k-Modに対して, H0
BW (C, F ◦ t) ∼= limC Fとなる. 但し, tはターゲッ

ト関手と呼ばれる関手である.

• 任意のn ≥ 2と係数Dに対して, Hn
BW (C, D) = 0となる.

よって, このCに対してはあと1次のコホモロジーを計算すれば良いことになる.

また, スキーモイドコホモロジーに適用するために圏代数kC上の加群Nに対して得
られる関手 πC(N) : C → k-Modを用いた係数を考えた. ここで πCとは, Mitchell対応
と呼ばれるkC-加群の圏kC-Modから関手圏k-ModCへの関手であり, Cの対象が有限の
ときπCは圏の同値を与える. つまり, 左kC-加群を考えることとCからk-Modへの関手
を考えることは等価であるといえる.

本稿では, 擬スキーモイドの構成法とH1
BW (C, πC(N) ◦ t)の計算方法及びその応用に

ついて述べる.
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2. 擬スキーモイド
ここでは, [3]に従って擬スキーモイドを定義し, 擬スキーモイドのある構成法を述べる.

また, スキーモイドコホモロジー及びd-同値を導入する.

定義 1. 小圏 Cと射全体の集合の分割Sとの組 (C, S)が擬スキーモイドとは, Sの元σ,

τ , µとµの元 f , gに対して集合としてP f
στ

∼= P g
στとなるときをいう. 但し, Sの元σ, τ

とCの射fに対してP f
στ = { (u, v) ∈ σ × τ u ◦ v = f }である.

擬スキーモイドは以下のように構成出来る. Gを群, Cを小圏とする. 群Gは対象が
1点 ∗で, 射がGの元である小圏と同一視することが出来る. このとき, CがG-圏とは,

F (∗) = CとなるようなGから小圏の圏Catへの関手Fが存在するときにいう. このF

によってGの Cへの左作用が定まる. G-圏は軌道全体との組によって擬スキーモイド
となる.

命題 2. Cの射 uに対してGuを uのG-軌道, mor(C)/G = {Gu | u ∈ mor(C)}とする.

このとき, (C, mor(C)/G)は擬スキーモイドである.

以下では擬スキーモイドの構造を調べる為にスキーモイドコホモロジーを導入する.

また, 小圏 Cと C上のnatural system Dに対して, Hn
BW (C, D)はn次Baues–Wirsching

コホモロジーを表すものとする. Baues–Wirschingコホモロジーとnatural systemにつ
いての定義は [1]または第18回代数学若手研究会の私の報告書を参照して頂きたい.

kを体, Cを小圏とする. k-ベクトル空間としてk⟨mor(C)⟩であり積を次で定めたもの
を圏代数と呼びkCとかく.

f, g ∈ mor(C)に対してf ∗ g =

{
f ◦ g s(f) = t(g)

0 s(f) ̸= t(g)
.

(C, S)を擬スキーモイドとする. σ ∈ Sに対して, σ̄ =
∑
s∈σ

sと kCの元を定めたとき,

{σ̄|σ ∈ S}によって生成される代数をスキーモイド代数と呼びk(C, S)とかく.

Mを左k(C, S)-加群とする.

定義 3. DMを関手πC(kC ⊗k(C,S) M) : C → k-Modで定義する. 但し, πCはMitchell対
応と呼ばれるkC-加群の圏kC-Modから関手圏k-ModCへの関手である.

関手DMはMによるある種の (C, S)の表現を考えることに相当する.

定義 4. スキーモイドコホモロジーHn((C, S);M)をHn((C, S);M) = Hn
BW (C, DM ◦ t)

と定義する. 但し, tはターゲット関手と呼ばれる関手である.

(C, S)と (E , H)を擬スキーモイド, Mを左k(C, S)-加群, Nを左k(E , H)-加群とする.

スキーモイドコホモロジーは次で与えられる同値関係の不変量であることが命題 6か
ら従う.

定義 5. MとNが d-同値とは, DM ◦ F とDNが関手圏の導来圏D(k-ModE)で同型と
なるような同値F : (E , H) → (C, S)が存在するときをいう.

命題 6. MとNがd-同値ならば任意のn ≥ 0に対してHn((C, S);M) ∼= Hn((E , H);N).

このd-同値によりスキーモイド代数上の加群を分類するためにスキーモイドコホモ
ロジーの計算, つまりBaues–Wirschingコホモロジーの計算は重要である.



3. 定義
ここでは, 主定理を述べるのに必要な定義をする. 以下, Pを順序集合とする.

定義 7. CがPから誘導された小圏とは, ob(C) = Pかつ, mor(C) =
{
αx
y : x → y x ≤ y

}
であるときにいう.

x ≤ yとなるPの元x, yに対して, x < z < yとなる元zが存在しないときyはxを覆
うといいx<̇yとかく.

定義 8. 頂点集合がPであり, 矢集合が{ x → y x<̇y }であるクイバーをPのハッセ図
といいHPとかく.

P の元の 4つ組 (a; b, b′; c)がB2-部分集合とは, bと b′が比較不能で a < b < cかつ
a < b′ < cを満たすときをいう.

定義 9. PがB2-部分集合を持たないときPをB2-自由な順序集合という.

4. 主定理
以下で,有限でB2-自由な順序集合から誘導された小圏に対する1次のBaues–Wirsching

コホモロジーの計算について述べる.

Pを有限でB2-自由な順序集合, CをPから誘導された小圏とする. Pを

P̌ = { a ∈ P b < aとなる b ∈ Pが存在する } ,
P̂ = P \ P̌

と分解する. P̌ の元 aに対して, t(f) = aとなるHP の矢 faを 1つ固定する. HP を
Q̌ =

{
fa a ∈ P̌

}
, Q̂ = HP \ Q̌ と分解する. x, y ∈ Pに対して, kCの元 py,xを Q̌の中

のxからyへの道とし, x = yならpy,x = idx, 道がなければpy,x = 0とする. P̌の元aに
対して, v̌a ∈

⊕
fa′∈Q̌

kCと v̂a ∈
⊕

g∈Q̂ kCを

v̌a(fa′) =

{
ida (a = a′)

0 (a ̸= a′)
, v̂a(g) = pt(g),a − gps(g),a

とする. P̂の元 bに対して, w̌b ∈
⊕

fa′∈Q̌
kCと ŵb ∈

⊕
g∈Q̂ kCを

w̌b(fa′) = 0, ŵb(g) = pt(g),b − gps(g),b

とする. P̌の元aに対してva = v̌a⊕v̂aとし, P̂の元bに対してwb = w̌b⊕ŵbとする. 左kC-
加群Nに対してV をk-ベクトル空間

⟨
vana, wbnb a ∈ P̌ , b ∈ P̂ , na ∈ ida ·N,nb ∈ idb ·N

⟩
で定義する.

定理 10. D̃ = πC(N) ◦ tとする. このとき, k-ベクトル空間として

H1
BW (C, D̃) ∼= (

⊕
α∈HP

D̃α)/V.



5. 応用
Cとして以下の小圏を考える.

(0, 0) (1, 0) (2, 0)

(0, 1) (1, 1) (2, 1)

oo oo

oo oo

uujjjjjjjjjjiiTTTTTTTTTT uujjjjjjjjjjiiTTTTTTTTTT

ここで, { (0, 0), (0, 1) }, { (1, 0), (1, 1) }, { (2, 0), (2, 1) }それぞれにZ/2Zの作用が定ま
るので Cは (Z/2Z)3-圏である. よって, (Z/2Z)3の部分群Gに対して CはG-圏である.

(C, SG)をG-圏Cに対して命題 2から得られる擬スキーモイドとする.

ここでは, kCを左k(C, SG)-加群と思いスキーモイドコホモロジーHn((C, SG); kC)を
計算する. CはB2-自由な順序集合ではないので主定理は使えない. この問題に対して
我々はMayer–Vietorisスペクトル系列を用いた. Mayer–Vietorisスペクトル系列とは小
圏の可算な被覆に対して構成されるスペクトル系列であり, 被覆の各成分の小圏に対し
てBaues–Wirschingコホモロジーが計算出来ればもとの小圏に対するBaues–Wirsching

コホモロジーが計算出来るものである. 実際に, Cに対して被覆を以下のように取れる.

C1

(0, 0) (1, 0) (2, 0)

(1, 1) (2, 1)

oo oo

oo

uujjjjjjjjjj

uujjjjjjjjjjiiTTTTTTTTTT

C2

(1, 0) (2, 0)

(0, 1) (1, 1) (2, 1)

oo

oo oo
iiTTTTTTTTTT uujjjjjjjjjjiiTTTTTTTTTT

そして, C1と C2の共通部分はB2-自由な順序集合から誘導された小圏となり主定理を
適用出来る.

C1 ∩ C2

(1, 0) (2, 0)

(1, 1) (2, 1)

oo

oo

uujjjjjjjjjjiiTTTTTTTTTT

さらに, C1と C2に対して被覆を取ることによって帰納的にコホモロジーを計算すると
以下の結果を得る.

NG = kC ⊗k(C,SG) kC,

A0,j =
(
id(0,j) ·NG

) /(
α
(1,0)
(0,j) ·NG + α

(1,1)
(0,j) ·NG

)
,

B =
(
id(1,0) ·NG ⊕ id(1,1) ·NG

)/(
(α

(2,0)
(1,0), α

(2,0)
(1,1)) ·NG + (α

(2,1)
(1,0), α

(2,1)
(1,1)) ·NG

)
とすると,

Hn((C, SG); kC) ∼=

{
A0,0

⊕
A0,1

⊕
B , n = 2

0 , otherwise
.

この結果に基づき, 4つの部分群に対して以下が得られた. G0 := 0, G1 := Z/2Z ×
0× 0, G2 := 0× Z/2Z× 0, G3 := 0× 0× Z/2Zとする.

• G = G0のとき, dimk A0,0 = dimk A0,1 = 1, dimk B = 4.

• G = G1のとき, dimk A0,0 = dimk A0,1 = 6, dimk B = 4.



• G = G2のとき, dimk A0,0 = dimk A0,1 = 1, dimk B = 10.

• G = G3のとき, dimk A0,0 = dimk A0,1 = 1, dimk B = 6.

以上から, いずれの左k(C, SGi
)-加群としてのkCもd-同値でないことが示せ, スキー

モイドの構造の違いを見ることが出来た.
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