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1. Introduction

集合E = [d] := {1, . . . , d}と (∅ ̸=)B = {B1, . . . , Bn} ⊂ 2E (#Bi = r)に対し, 以
下の条件を満たすとき, M = (E,B)をマトロイドという.

• 任意の x ∈ Bi \ Bj (1 ≤ i, j ≤ n)に対し, (Bi ∪ {y}) \ {x} ∈ B となる
y ∈ Bj \Biが存在する.

集合 Bの元のことをマトロイドの basisと呼び, rを rankという. 以下, マトロイ
ドM の basesの集合を B(M)と表す. 次にマトロイドに付随するトーリックイデア
ルを定義する. K を体とし, K[X] = K[x1, . . . , xn]を n変数多項式環とする. 配置
DM = {b1, . . . ,bn} ⊂ Zdを

bj =
∑
l∈Bj

el (1 ≤ j ≤ n)

と定める. ここで, ej は Rdの単位座標ベクトルとする. また, 配置 {b1, . . . ,bn}と
d× n整数行列 (b1, . . . ,bn)を同一視する. このときM のトーリックイデアル JM を

JM =

⟨
u∏

l=1

xjl −
u∏

l=1

xkl

∣∣∣∣∣
u∑

l=1

(bjl − bkl) = 0

⟩
と定義する. また半群環RM = K[X]/JM をM の bases monomial ringと呼ぶ. この
半群環に対し, 以下のことが知られている.

Proposition 1.1. 任意のマトロイドMに対し, bases monomial ring RM は normal
である. 特に, RM はCohen-Macaulayである.

マトロイドのトーリックイデアルに関し, 以下の予想が存在する.

Conjecture 1.2. 任意のマトロイドM に対し,

(a) JM は 2次生成 ; [16, Conjecture 12]
(b) JM は 2次のグレブナー基底をもつ.

Conjecture 1.2 (a)は
• 横断マトロイド
• グラフィックマトロイド (M(G)と表す)
• rank ≤ 3

のとき成り立ち, Conjecture 1.2 (b)は
• 一様マトロイド (Ur,dと表す)
• rank ≤ 2
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のとき正しい.

次に, マトロイドの操作についていくつか紹介する. M をE上のマトロイドとし,
B(M)をMの basesの集合とする. このとき, p ∈ EがMの loop (resp. coloop)であ
るとは, すべてのB ∈ B(M)に対し, p /∈ B (resp. p ∈ B)となるときにいう. 以下,
M は loop, coloopを持たないものとする.

E上のマトロイドM の basesの集合 B(M)に対し, 以下の集合を考える
• B∗(M) = {E \B | B ∈ B(M)}
• B(M) \ p = {B | p /∈ B ∈ B(M)} (p ∈ E)

このとき (E,B∗(M)), (E \ p,B(M) \ p)はそれぞれマトロイドになる. このマトロ
イドをM の dual, pでの deletionといい, M∗, M \ pと表す. また, (M∗ \ p)∗をマト
ロイドM の pでの contractionといい, M/pと置く.
また, M1, M2をE1, E2上のマトロイドとし, B(M1), B(M2)をそれぞれのマトロイ
ドの basesの集合とする. ここで, E1 ∩ E2 = ∅とする. 以下の集合を考える.

B(M1)⊕ B(M2) = {B ∪D | B ∈ B(M1), D ∈ B(M2)}
このとき, (E1 ∪ E2,B(M1) ⊕ B(M2))はマトロイドとなる. このマトロイドをM1,
M2の 1-sumといい, M1 ⊕M2と表す. これらのマトロイドに対し, 以下の結果が知
られている.

Proposition 1.3. 任意のマトロイドM , M1, M2に対し, トーリックイデアル JM ,
JM1, JM2 が 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ)ならば, JM∗, JM/p, JM\p,
JM1⊕M2も 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ).

• RM
∼= RM∗ (特に, JM = JM∗)

• RM/p, RM\p : RM の combinatorial pure subring
• RM1⊕M2 : RM1 , RM2の Segre積

2. A series and parallel extension of a matroid

M をE上のマトロイドとする. マトロイドM の d ∈ Eでの series extensionとは

{B ∪ {d+ 1} | B ∈ B(M)} ∪ {B ∪ {d} | d /∈ B ∈ B(M)}
を basesの集合とするマトロイドのことである. このマトロイドをM +d (d + 1)と
表す. また, (M∗ +d (d+ 1))∗をM の parallel extensionという.

M = M(G)
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M +d (d+ 1) = M(GS) [M +d (d+ 1)]∗ = M(GP)

マトロイドM の basesの集合を B(M) = {B1, . . . , Bγ, . . . , Bn}とする. ここで,
d /∈ Bj (1 ≤ d ≤ γ), d ∈ Bj (γ + 1 ≤ j ≤ n)とする. また, マトロイドに付随する配
置をDM = {b1

j | j ∈ [n]}と置く. 次に新たな配置 D̃M を

D̃M = {(bi
j, a

i) | i ∈ [2], j ∈ [αi]}

と定義する. ここで,

• b1
j = b2

j (1 ≤ j ≤ γ)

•
(
α1

α2

)
=

(
n
γ

)
• a1 =

(
0
1

)
, a2 =

(
1
1

)
とする. このとき, トーリックイデアル JD̃M

について以下のことが成り立つ.

Theorem 2.1. トーリックイデアル JDM
が 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をも

つ)ならば, JD̃M
も 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ).

ここで, 配置 D̃M はマトロイドからつくられる配置ではない. しかし, D̃M におい
て, 行基本変形を施すことにより, series extensionに付随する配置を構成することが
できる.

D̃M →


b1
1 · · · b1

γ b1
γ+1 · · · b1

n b2
1 · · · b2

γ

0 · · · 0 1 · · · 1 1 · · · 1
1 · · · 1 1 · · · 1 0 · · · 0
1 · · · 1 1 · · · 1 1 · · · 1


上の行列の 1行目から d + 1行目が series extensionからつくられる配置となる. 以
上より, 以下の結果が得られる.

Theorem 2.2. 任意のマトロイドM に対し, JM が 2次生成 (resp. 2次グレブナー
基底をもつ)ならば, JM+d(d+1)も 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ).

3. A series and parallel connection of matroids

この節では, マトロイドを組み合わせる操作について考察する.
M1,M2をE1 = [d1], E2 = [d2]上のマトロイドとし, B(M1),B(M2)をM1,M2のbases
の集合とする. ここで,集合 [d2]と集合{d1+1, . . . , d1+d2}を同一視する.(d = d1 = d2
とする) また, E1 ∩ E2 = {d}, E = E1 ∪ E2とする. ここで, 以下の集合を考える:

BS = {B ∪D | B ∈ B(M1), D ∈ B(M2), B ∩D = ∅}.
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このとき, (E,B)はマトロイドになる. このマトロイドをM1,M2の series connec-
tionといい, S(M1,M2)と表す. また, [S(M∗

1 ,M
∗
2 )]

∗ を parallel connectionといい,
P (M1,M2)と表す. 更に, M1,M2の 2-sum M1 ⊕2 M2を S(M1,M2)/dと定義する.

M1 = M(G1), M2 = M(G2)

S(M1,M2) = M(GS)
P (M1,M2) = M(GP)

M1 ⊕2 M2 = M(GS/d)

マトロイドM1,M2の basesの集合をそれぞれ

B(M1) = {B1, . . . , Bγ1 , . . . , Bn1}, B(M2) = {D1, . . . , Dγ2 , . . . , Dn2}
とする. ここで, d1 /∈ Bj (1 ≤ d ≤ γ1), d2 /∈ Dk (1 ≤ k ≤ γ2)とする. また, マトロ
イドに付随する 2つの配置をDM1 = {b1

j | j ∈ [n1]}, DM2 = {d2
k | k ∈ [n2]}と置く.

次に新たな配置 D̃M1 , D̃M2を

D̃M1 = {(bi
j, a

i) | i ∈ [2], j ∈ [αi]}, D̃M2 = {(di
k, a

i) | i ∈ [2], k ∈ [βi]}

と定義する. ここで,

• b1
j = b2

j (1 ≤ j ≤ γ1), d1
k = d2

k (1 ≤ k ≤ γ2)

•
(
α1

α2

)
=

(
n1

γ1

)
,

(
β1

β2

)
=

(
γ2
n2

)
• a1 =

(
0
1

)
, a2 =

(
1
1

)
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とする. 更に, 新たな配置 D̃を以下のように定める:

D̃ = {(bi
j,d

i
k, a

i) | i ∈ [2], j ∈ [αi], k ∈ [βi]}
このとき, トーリックイデアル JD̃について以下のことが成り立つ.

Theorem 3.1. 任意のマトロイドM1, M2に対し, JDM1
, JDM2

が 2次生成 (resp. 2

次グレブナー基底をもつ)ならば, JD̃も 2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ).

上の定理は toric fiber product [5, 14]の理論を用いることにより, 証明することが
できる.

Section 2 と同様に D̃はマトロイドに付随する配置とはならない. しかし, 行基本
変形, combinatorial pure subring [7, 8]の理論を用いることにより, 以下の結果が得
られる:

Theorem 3.2. 任意のマトロイドM1, M2に対し, JM1, JM2が 2次生成 (resp. 2次
グレブナー基底をもつ)ならば, JS(M1,M2), JP (M1,M2), JM1⊕2M2 も 2次生成 (resp. 2
次グレブナー基底をもつ).

この定理を用いることにより, 以下の事実が従う.

Theorem 3.3. マトロイドM がM(K4), W3, P6, Q6-minorをもたないならば, JM
は 2次グレブナー基底をもつ. ここで,

• B(M(K4)) = {X ⊂ [6] | #X = 3} \ {{1, 3, 4}, {2, 4, 5}, {1, 2, 6}, {3, 5, 6}}
• B(W3) = {X ⊂ [6] | #X = 3} \ {{1, 3, 4}, {2, 4, 5}, {3, 5, 6}}
• B(P6) = {X ⊂ [6] | #X = 3} \ {{1, 2, 3}}
• B(Q6) = {X ⊂ [6] | #X = 3} \ {{1, 2, 3}, {3, 4, 5}}

である.

この定理は以下の結果から直ちに従う.

Theorem 3.4. [3, Corollary 3.1] マトロイドM に対し, 以下は同値
• M はM(K4), W3, P6, Q6-minorをもたない;
• M は一様マトロイドの 1-sum, 2-sumのminorである.

M をE上のマトロイドとする. このとき, 関数 rkを以下のように定義する:

rk : 2E → Z≥0, X 7→ #BX ,

ここで, BX をM \ (E − X)の basisとする. この rkをM の rank functionと呼ぶ.
また, λM(X) := rk(X) + rk(E −X) − r(M) (X ⊂ E)とおく. ここで, r(M)をM
の rankとする. この λM(X)をM の connectivity functionという. X ⊂ Eに対し,
λM(X) < k, min{#X,#(E −X)} ≥ k (k ∈ Z>0) の 2つを満たすとき, (X,E −X)
をM の k-separationと呼ぶ. すべての n ≥ 2に対し, M が n-connectedであるとは,
任意の k < nについて, M が k-separationをもたないときにいう.

3-connectedでないすべてのマトロイドは, ある 3-connectedマトロイドの 1-sum,
2-sumの操作を繰り返すことにより構成することができる. 以上より, Conjecture 1.2
を証明するためには以下の予想が成り立つのかどうか調べれば良い.

Conjecture 3.5. 任意の 3-connectedなマトロイドMに対し, JM は 2次生成 (resp.
2次グレブナー基底をもつ).
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