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概要. 本稿は、第 19回代数学若手研究会（於・信州大学）における私の講演『テンソル圏のユニモジュラー性

について』(2014年 2月 26日)に関する報告集である。講演では、ある種の有限性を持つテンソル圏に対して

定義されるユニモジュラー性という性質の特徴づけについて、講演者のプレプリント [Shi14] に基づいて話し

た。講演の内容に加えて、講演時間の都合上ほとんど話すことのできなかったトポロジーへの応用についても

記している。

序

私の主な研究対象は、ホップ代数 (Hopf algebra) およびそれらの表現圏として現れるテンソル圏 (tensor

category)である。アフィン代数群の座標環はホップ代数の代表的な例であり、またこれはホップ代数の概念

の起源のひとつでもある（歴史的な背景については [AFS09] を是非とも一読されたい）。このような理由か

ら、ホップ代数は群という概念の一般化と思うことができ、群論に由来する概念がホップ代数やテンソル圏の

理論には多く現れる。今回の講演の主題は、元々は局所コンパクト群に対して定義されていたユニモジュラー

性という概念の、ある種の有限的なテンソル圏への一般化である。

まず局所コンパクト群のユニモジュラー性について復習しよう。位相空間としてハウスドルフであるような

局所コンパクト群 G上には、左ハール測度 (left Haar measure)と呼ばれる Gの左作用に関して不変な測度

µが定数倍を除いて一意的に存在する。この測度に関する可測集合全体を B(G)と表す。定義より µは左不

変、すなわち任意の g ∈ Gと任意の A ∈ B(G)に対して µ(g · A) = µ(A)が成り立つが、右不変であるとは

限らないことに注意しておく。左ハール測度の一意性を用いると、関数 α : G → Rを

µ(A · g) = α(g)µ(A) (g ∈ G,A ∈ B(G))

で定義することができる。この関数は左ハール測度がどれだけ右不変でないかを示すものであり、モジュラー

関数 (modular function)と呼ばれている。モジュラー関数が恒等的に 1であるとき、すなわち左ハール測度

が右不変であるとき、Gはユニモジュラー (unimodular)であると言われるのであった。

局所コンパクト群のユニモジュラー性はこのように解析的な言葉を用いて定義されているが、代数的な類似

物を考えることも可能であり、アフィン群スキーム、あるいはもっと一般にホップ代数のユニモジュラー性を

定義することが可能である（例えば Montgomeryの教科書 [Mon93]などを参照されたい）。さて、有限群は

（それを離散位相によってコンパクト群と考えたとき）ユニモジュラーであるが、有限次元ホップ代数はそう

とは限らないことに注意しておく。有限次元ホップ代数のユニモジュラー性は、例えばそれが対称フロベニウ
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ス代数であるための必要条件*1であったりするなど、純代数学的な見地からも重要である。しかしながら、私

がこの研究をはじめた動機はむしろトポロジーに属する問題にある。有限次元ホップ代数から結び目などの不

変量を構成する方法が数多く知られているが、その中には Hennings-Kauffman-Radford [KR95, Hen96] に

よる三次元多様体の不変量の構成や石井・増岡 [IM13] によるハンドル体絡み目の不変量の構成など、タネと

なるホップ代数のユニモジュラー性を要求するものが幾つかある。ホップ代数から得られる位相不変量の多く

にはテンソル圏の枠組みに基づいた圏論的な一般化が与えられているから、これらの構成もそのような立場か

ら見直したい。しかしながら、そのようなことをしようと考えた場合、ひとつの問題が生じる。すなわち、テ

ンソル圏が『ユニモジュラー』であるとはどういうことかである。

Etingof-Ostrik [EO04] によって導入された有限的テンソル圏 (finite tensor category)の概念は、有限次元

ホップ代数の表現論を抽象化する枠組みとして相応しいクラスのテンソル圏である。有限次元ホップ代数の理

論においてよく知られている Radford [Rad76] の対合射の四乗公式を有限的テンソル圏へと一般化するため、

Etingof-Nikshych-Ostrik [ENO04] は有限的テンソル圏における distinguished invertible object の概

念を導入した。この対象は有限次元ホップ代数上のモジュラー関数を圏論的に特徴付けるものであり、これを

用いることで有限的テンソル圏のユニモジュラー性が定義される。しかしながら、この対象の定義はテンソル

圏上の加群圏の森田理論に基づくものであり、扱いやすいものではない。本稿で説明する私の結果は、有限的

テンソル圏 C のユニモジュラー性を C-加群の理論よりは良く知られているであろう C の中心 (center)と呼ば

れる圏 Z(C)を用いて特徴付けるものである。さらに、上述した Hennings-Kauffman-Radfordや石井・増岡

による構成も、この特徴づけを用いることで圏論的な理解が可能になる。

主結果を詳しく述べるために、最小限の用語の解説をしておく。厳密な定義は後で与えるが、まずモノイダ

ル圏 (monoidal category)とは、その対象の間に関手的に振舞う二項演算 ⊗が定義されており、対象の全体
がこの演算に関してモノイドとなっているようなものである。対象の間の二項演算 ⊗に関する “単位元”のこ

とを単位対象 (unit object)と呼び、本稿では 1で表すことにする。なお、圏が何らかの代数的対象の表現圏

となっているようなものを念頭に置いている場合にはテンソル圏 (tensor category)と呼ぶことが多いが、こ

の用語は文献によって異なった意味で使われているため、注意が必要である。本稿を読む限りにおいては、後

述する意味で『リジッド』であり、さらに線形アーベル圏の構造を持っているようなモノイダル圏のことをテ

ンソル圏と呼んでいると思ってよい。

一般に、モノイダル圏 C に対しその中心と呼ばれる圏 Z(C)が定義される。その対象は C の対象 V と自然

同型 σ(X) : V ⊗X → X ⊗ V (X ∈ C) であって、任意の対象 X,Y ∈ C に対して図式

σ(X ⊗ Y ) = (idX ⊗ σ(Y )) ◦ (σ(X)⊗ idY )

が成り立つようなものの組 (V, σ)である。圏 Z(C)の射 f : (V, σ) → (W, τ)は C の射 f : V → W であって、

任意の対象X ∈ C に対して (idX ⊗ f) ◦ σ(X) = τ(X) ◦ (f ⊗ idX)を満たすようなものである。射の合成は C
における射の合成と同じである。対応 (V, σ) 7→ V は Z(C)から C への関手となるが、この関手を忘却関手と
呼ぶ。なお、詳しくは述べないが、Z(C)は忘却関手 Z(C) → C がモノイダル関手となるようなモノイダル圏
の構造を持つ。さらに Z(C)は組みひも圏 (braided monoidal category)でもある。Kassel の教科書 [Kas95]

や、あるいは本稿と同じ場所で入手できるであろう若手会セミナーの報告集を参照されたい。

モノイダル圏の各対象 V が左双対 V ∗ および右双対 ∗V とを持つとき、リジッド (rigid)であるという。リ

ジッドなモノイダル圏であって、圏としてはある有限次元代数の表現圏となっているようなものを有限的テン

*1 有限次元ホップ代数 H が対称フロベニウス代数となるための必要十分条件は、H がユニモジュラーかつその対合射の二乗が内部

自己同型となっていること [Lor97]。
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ソル圏 (finite tensor category)という（これらの用語については、後で詳しく説明する）。C が有限的テンソ
ル圏であるとき、その中心 Z(C)も有限的テンソル圏であり、さらに忘却関手 U : Z(C) → C は左随伴および
右随伴を持つことが知られている。それらを、それぞれ L : Z(C) → C と R : Z(C) → C とする。このとき主
結果は次のように述べられる。

定理. 次の条件はすべて同値である。

(1) C はユニモジュラー。
(2) U はフロベニウス関手、すなわちその左随伴 Lと右随伴 Rは同型である。

(3) 自然同型 L(V ∗) ∼= L(V )∗ が存在する。

(4) 同型 L(1) ∼= L(1)∗ が存在する。

(5) HomZ(C)(1, L(1)) ̸= 0

(6) 自然同型 R(V ∗) ∼= R(V )∗ が存在する。

(7) 同型 R(1) ∼= R(1)∗ が存在する。

(8) HomZ(C)(R(1),1) ̸= 0

なお、C が有限次元ホップ代数 H の表現圏であるとき、条件 (1)と (2)の同値性は Caenepeel-Militaru-Zhu

[CMZ02] によって示されている。しかしながら、証明の手法は全く異なっている。

本稿は以下のように構成されている。まず第１章において、有限的テンソル圏およびそのようなテンソル圏

C に対する有限的 C-加群の定義と基本的な結果について復習する。次に第２章において、有限的テンソル圏の
ユニモジュラー性の定義を与え、主結果の証明の概略を説明する。最後に、第３章において、トポロジーへの

応用について簡単に触れる。

謝辞. 第 19回代数学若手研究会において講演の機会を与えていただいた、研究会の世話人である信州大学の

内藤貴仁氏、亀山統胤氏、前川悠氏、沼田泰英氏には、この場を借りて御礼申し上げたい。本報告書の内容は、

日本学術振興会特別研究員奨励費 (24・3606) の助成を受けて行われた研究に基づいている。

1 Finite tensor categories

1.1 Rigid monoidal categories

モノイダル圏 (monoidal category)とは、テンソル積 (tensor product)と呼ばれる関手 ⊗ : C × C → C、単
位対象 (unit object)と呼ばれる対象 1 ∈ C および自然同型

aX,Y,Z : (X ⊗ Y )⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), lX : 1⊗X → X, rX : X ⊗ 1 → X (X,Y, Z ∈ C)

を持つような圏 C であり、次の五角形公理 (pentagon axiom)および三角形公理 (triangle axiom)を満たすよ

うなものである。

五角形公理 任意の対象W,X, Y, Z ∈ C に対し、次の図式は可換である。

((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z
aW,X,Y ⊗Z //

aW⊗X,Y,Z

��

(W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z
aW,X⊗Y,Z // W ⊗ ((X ⊗ Y ))⊗ Z)

W⊗aX,Y,Z

��
(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z)

aW,X,Y ⊗Z

// W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z)
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三角形公理 任意の対象 X,Y ∈ C に対し、次の図式は可換である。

(X ⊗ 1)⊗ Y
aX,1,Y //

rX⊗Y &&NN
NNN

NNN
NN

X ⊗ (1⊗ Y )

X⊗lYxxppp
ppp

ppp
p

X ⊗ Y

任意の対象 X,Y, Z に対し (X ⊗ Y )⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z) および 1⊗X = X = X ⊗ 1 が成り立ち、さらに

自然同型 a, l, r がすべて恒等射であるとき、C は厳格 (strict)であると言う。任意のモノイダル圏は、ある厳

格なモノイダル圏に『モノイダル同値』であるという事実が知られている。この主張の意味するところに関し

ては、若手会セミナーの報告集に詳しく記したので、そちらを参照されたい。本稿では、この事実を鑑みて、

すべてのモノイダル圏は厳格であると仮定する。

C をモノイダル圏とし、X と Y を C の対象、e : Y ⊗X → 1と c : 1 → X ⊗ Y を C の射とする。等式

(idX ⊗ e) ◦ (c⊗ idX) = idX , (e⊗ idY ) ◦ (idY ⊗ c) = idY

が満たされるとき、(Y, e, c)は X の左双対対象 (left dual object)であると言い、また (X, e, c)は Y の右双

対対象であるとも言う。左双対対象は、存在すれば同型を除いて一意的である。そこで、V ∈ C の左双対対象
を (V ∗, ev, coev)などと書く。右双対対象は ∗V のように表す。なお、このあたりの用語法および記法は文献

によってまちまちであり、我々の意味での左双対を右双対と呼んでいたり、我々の V ∗ を ∗V と書いていたり

することもあるので注意されたい。本稿は [Kas95]の記法及び用語法に従っている。

すべての C の対象が左双対対象を持つとき、C は左リジッド (left rigid)であると言う。C が左リジッドで
あるとき、対応 V 7→ V ∗ を C 上の反変関手に拡張することができる。この関手を左双対性 (left duality)と呼

ぶことにする。次のような自然同型が存在することが知られている：

HomC(X,V ⊗ Y ) ∼= HomC(V
∗ ⊗X,Y ), HomC(X ⊗ V, Y ) ∼= HomC(X,Y ⊗ V ∗). (1.1)

すべての C の対象が右双対対象を持つとき、C は右リジッドであると言う。上と同様に、C が右リジッドであ
るとき、対応 V 7→ ∗V は右双対性と呼ばれる C 上の反変関手に拡張でき、さらに

HomC(X, ∗V ⊗ Y ) ∼= HomC(V ⊗X,Y ), HomC(X ⊗ ∗V, Y ) ∼= HomC(X,Y ⊗ V ) (1.2)

という自然同型も存在する。C が左リジッドかつ右リジッドであるとき、C はリジッドであると言う。このと
き左双対性と右双対性の両方が C 上に定義されるが、実はこれらは互いに逆を与える：

∗(V ∗) ∼= V ∼= (∗V )∗.

なお、一般に V ∗∗ や ∗∗V は V と同型であるとは限らない。本稿では用いないが、テンソル積と整合的な自然

同型 V ∼= V ∗∗ を C のピボタル構造 (pivotal structure)と呼ぶ。

1.2 Finite tensor categories

以降 kを体とする。体 k上の有限次元代数（＝単位的かつ結合的な多元環）の有限次元表現のなす圏と同値

であるような k-線形アーベル圏を、ここでは有限的アーベル圏 (finite abelian category)と呼ぶ。有限的テン

ソル圏 (finite tensor category [EO04])とは、リジッド・モノイダル圏の構造を持っているような有限的アー

ベル圏 C であって、次の条件を満たすようなものである：
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• テンソル積 ⊗ : C × C → C は各成分に関して線形である。
• 単位対象 1 ∈ C は単純対象であり、さらに EndC(1) ∼= k を満たす。

C がリジッドであることから、テンソル積が各成分に関して完全関手であることが従う。実際、自然同型 (1.1)

は V ⊗ (−)という C 上の関手の左随伴が V ∗ ⊗ (−)で与えられるということを言っており、従って V ⊗ (−)

は右完全関手になる。同様に (1.2)より V ⊗ (−)の左完全性が従う。よって関手 V ⊗ (−)は完全である。同

様の議論により (−)⊗ V の完全性も分かる。

有限次元ホップ代数の有限次元表現の圏が有限的テンソル圏の代表的な例である。有限次元準ホップ代数

(quasi-Hopf algebra) や有限次元弱ホップ代数 (weak Hopf algebra) などのホップ代数の一般化からも有限

的テンソル圏が得られる。実は、一般に、有限的テンソル圏は有限次元 ×R-Hopf algebra (=Hopf algebroid

over R) の表現圏になることが知られている (Bruguières-Lack-Virelizier [BLV11])。このような意味で、有

限的テンソル圏の研究は、原理的には ×R-Hopf algebraの研究に帰着する。しかしながら、このようなホッ

プ代数の一般化はそう取り扱いやすい概念ではなく、むしろテンソル圏の一般論を用いて準ホップ代数や弱

ホップ代数に関する結果を得るというようなことが行われている。

1.3 Finite module categories

C をモノイダル圏とする。左 C-加群圏 (left C-module category)とは、関手 = : C ×M → Mと自然同型

aX,Y,M : (X ⊗ Y ) = M → X = (Y = M), lM : 1 = M → M (X,Y ∈ C,M ∈ M)

が定義されている圏Mであって、モノイダル圏の定義と似たような図式を可換にするものである。関手 =は
C の作用と呼ばれる。右 C-加群圏も同様に定義される。詳しい定義は [Ost03] などを参照されたい。

例 1.1. モノイダル圏 C における代数 (algebra in C)とは、射m : A⊗A → Aおよび u : 1 → Aを持つよう

な対象 A ∈ C であって、次の２つの図式を可換にするようなものである：

A⊗A⊗A
m⊗A //

A⊗m

��

A⊗A

m

��
A⊗A

m
// A

1⊗A
u⊗A //

idA

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q A⊗A

m

��

A⊗ 1
A⊗uoo

idA

vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm

A

mを Aの積、uを Aの単位射と呼ぶ。C における代数 Aが与えられると、A上の右加群、左加群、両側加群、

さらにそれらの間の射を定義することができる。ここでは右 A-加群についてのみ定義する。それは作用と呼

ばれる射 ρ : M ⊗A → M を持つ対象M ∈ C であって、次の図式を可換にするようなものである：

M ⊗A⊗A
m⊗A //

A⊗ρ

��

M ⊗A

ρ

��
M ⊗A

ρ
// A

M ⊗A

ρ

��

M ⊗ 1
M⊗uoo

idM

vvlll
lll

lll
lll

lll

M

M を作用を ρ : M ⊗ A → M を持つ右 A-加群とする。任意の X ∈ C に対し、X ⊗M は X ⊗ ρを作用とす

る右 A-加群となる。右 A-加群の圏を CA で表すと、このM ∈ CA とX ∈ C からX ⊗M ∈ CA を作る構成は
関手 C × CA → CA となる。この関手は C の CA への作用を与える。すなわち、CA は左 C-加群圏である。
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C を有限的テンソル圏とする。左 C-加群圏Mが有限型アーベル圏であり、作用 =が各成分に関して線形
かつ第１成分に関して右完全であるとき、Mは有限的左 C-加群圏 (finite left C-module category)であると

言う。なお、作用 =は第２成分に関しては常に完全である。実際、
HomM(M,V = N) ∼= HomM(V ∗ = M,N), HomM(M, ∗V = N) ∼= HomM(V = M,N) (1.3)

という自然同型が存在し、これを用いると、有限的テンソル圏のテンソル積が各成分に関して完全であること

を示したときと同様にして V = (−)の完全性を示すことが出来る。

さて、Mを有限的左 C-加群圏とし、M ∈ Mを固定する。仮定より、関手 (−) = M : C → Mは右完全で

ある。Eilenberg-Wattsの定理によってこの関手は右随伴を持つことが分かるが、それを Hom(M,−)と書く

ことにする。すなわち、Hom(M,N) (N ∈ M) は

HomM(V = M,N) ∼= HomC(V,Hom(M,N)) (1.4)

で特徴づけられる対象である。随伴関手の一般論より、対応 (M,N) 7→ Hom(M,N)を関手Mop ×M → C
に拡張することができる。この関手を内部 Hom関手 (internal Hom functor)と呼ぶ。内部 Hom関手は通

常の Homと非常に良く似た振る舞いをする。実際、自然同型 (1.4)を用いて C における射

◦ : Hom(M,N)⊗Hom(L,M) → Hom(L,M), id : 1 → Hom(M,M) (1.5)

を定義でき、さらにこれらが結合律および単位律を満たすことが確かめられる。圏論の専門用語で言えば、M
は C-豊穣圏 (C-enriched category)の構造を持っていると言える。

射 (1.5)により、A := Hom(M,M)は C における代数となる。N ∈ Mに対し、Hom(M,N)は

Hom(M,N)⊗A = Hom(M,N)⊗Hom(M,M)
◦−−−−→ Hom(M,N)

によって右 A-加群となる。これにより関手

K : M → CA, N 7→ Hom(M,N) (N ∈ M)

が得られる。実はこの関手は随伴 (1.4) の比較関手 (comparison functor) と呼ばれるものである。比較関手

の同値性に関する Barr-Beckの定理 [ML98]をこの関手に適用し、分かりやすいようにアーベル圏の言葉で書

き換えると、次の定理を得る：

定理 1.2. 次の２つの条件が満たされるとき、上の関手K は圏同値になる。

1. 関手 Hom(M,−) : M → C は完全。
2. 任意の N ∈ Mに対し、ある V ∈ C が存在し、N は V = M の商として得られる。

なお (1.3)と (1.4)を用いると、自然同型

Hom(M,X = N) ∼= X ⊗Hom(M,N) (X ∈ C,M,N ∈ M) (1.6)

が得られる。従って K は K(X = N) ∼= X ⊗K(N) (N ∈ M, X ∈ C)を満たす C-加群圏の関手 (C-module

functor)である（詳しい定義は [Ost03]を参照せよ）。実は、上の定理を用いることで、任意の有限的 C-加群
圏はある代数 A ∈ C 上の右加群の圏と C-加群圏として同値であるということが示せる。詳しくは [EGNO]あ

るいは [DSPS14]を参照されたい。[DSPS14]には [EGNO]で練習問題として省略されている部分がきちんと

書かれていてありがたい。
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2 Characterizations of unimodularity

2.1 Deligne’s tensor product of abelian categories

有限的テンソル圏のユニモジュラー性の定義と、その特徴づけに関して述べる。そのためにはまず Deligne

[Del90] によって導入されたアーベル圏のテンソル積の概念が必要である。k-線形アーベル圏 A1, . . . ,An, B
が与えられたとき、Rexn(A1, . . . ,An;B)で関手 A1 × · · · × An → Bであって、各成分に関しては k-線形か

つ右完全であるようなものからなる圏を表す。簡単のため、Rex1(A;B) = Rex(A,B)と書く。A1, . . . ,An

のテンソル積とは、k-線形アーベル圏 T および ⊠ ∈ Rexn(A1, . . . ,An; T )の組であって、関手

Rex(T ,B) → Rexn(A1, . . . ,An;B) F 7→ F ◦⊠

が任意の k-線形アーベル圏 Bに対して圏同値となるようなものである。そのような (T ,⊠)は存在すれば同値

を除いて一意的であり、T = A1 ⊠ · · ·⊠An と表される。また、対象 (X1, . . . , Xn) ∈ A1 × · · · ×An の ⊠に
よる像を X1 ⊠ · · ·⊠Xn と表す。各 Ai が有限次元代数 Ai の有限次元表現の圏 Ai-modである場合には、そ

れらのテンソル積は必ず存在し、しかもそのひとつの実現として

A1-mod⊠ · · ·⊠An-mod = (A1 ⊗k · · · ⊗k An)-mod (2.1)

がとれる。一般のアーベル圏のテンソル積の存在性に関しては [Fra13]に詳しい考察がある。アーベル圏のテ

ンソル積は一般には存在しない [Fra13]という事実には注意が必要であるが、我々は主に有限的アーベル圏を

考えるので、(2.1)を定義と思ってしまっても良い。

さて C と D を有限的テンソル圏とする。テンソル積の普遍性などを用いて

(A⊠X)⊗ (B ⊠ Y ) := (A⊗B)⊠ (X ⊗ Y ) (A,B ∈ C, X, Y ∈ D)

によって C ⊠D にテンソル積を定義することができる。このテンソル積に関して C ⊠D は 1⊠ 1を単位対象

とするモノイダル圏となる。さらに (2.1)より C ⊠Dは有限的アーベル圏でもある。これがリジッドになるか
どうかが微妙なところなのであるが、例えば Deligne [Del90] の結果より、k が完全体ならば C ⊠D は有限的
テンソル圏となる。また k が完全体でなかったとしても、例えば C と D が有限次元ホップ代数の表現圏であ
るような場合には、C ⊠D は有限的テンソル圏となる。

2.2 Definition of unimodularity

モノイダル圏 C に対し、そのテンソル積を逆順にしたものを Crev で表す。これは環 Rに対する反対環 Rop

の類似であるが、双対圏の記号と紛らわしいため、Cop とは書かない。以降 C を有限的テンソル圏とし、

Cenv := C ⊠ Crev は有限的テンソル圏である (2.2)

と仮定する。上で注意したように、k が完全体であれば、この仮定は自動的に満たされる。また、例えば C が
有限次元ホップ代数の表現圏であるような場合にもこの仮定は満たされる。

C のユニモジュラー性を定義するため、まず Cenv の C への作用を

(X ⊠ Y ) = V = X ⊗ V ⊗ Y (V,X, Y ∈ C) (2.3)
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で定義する。この作用により C は有限的左 Cenv-加群圏となる。従って内部 Hom関手が定義されるが、それ

を用いて代数 A ∈ Cenv を A = Hom(1,1)で定める。ここで (1.6)より同型

Hom(1, V ) = Hom(1, (V ⊠ 1) = 1) ∼= (V ⊠ 1)⊗Hom(1,1) = (V ⊠ 1)⊗A

があることに注意せよ。定理 1.2とその下の注意により、関手

K : C ≈−−−−−→ (Cenv)A, V 7→ (V ⊠ 1)⊗A (2.4)

は Cenv-加群圏の同値である。

さてM を左 A-加群とし、Aの作用を λ : A⊗M → M で表す。すると

M∗ ⊗A
M∗⊗A⊗coev−−−−−−−−−−−−→ M∗ ⊗A⊗M ⊗M∗ M∗⊗λ⊗M∗

−−−−−−−−−−−→ M∗ ⊗M ⊗M∗ ev⊗M∗

−−−−−−−−→ M∗ (2.5)

によってM は右 A-加群となる。特に A自身を左からの積によって左 A-加群とみて、その左双対として得ら

れる右 A-加群 A∗ を考える。K は圏同値であるから、右 A-加群として

A∗ ∼= K(D) = (D ⊠ 1)⊗A (2.6)

となるような対象 D ∈ C が同型を除いて一意的に存在する。ここで有限的テンソル圏において定義されるフ
ロベニウス＝ペロン次元の理論 [EO04] を用いるとD⊗D∗ ∼= 1 ∼= D∗ ⊗Dであることが分かる。一般に、こ

のような性質を持つ対象は invertible object と呼ばれる。また、C が有限次元ホップ代数の表現圏である
場合、D は Radfordによって導入された distinguished grouplike element [Rad94]と呼ばれるものと対応し

ている。以上のことから、対象 Dは distinguished invertible object [ENO04] と呼ばれる。

定義 (Etingof-Nikshych-Ostrik [ENO04]). D ∼= 1のとき、C はユニモジュラーであると言う。

なお、P0 を 1 ∈ C の射影被覆とするとき、D は soc(P0)
∗ と同型である。Etingofと Ostrikは、はじめこ

れを D の定義として採用した上で Radford S4-formula V ∗∗∗∗ ∼= D ⊗ V ⊗D∗ (V ∈ C) を示そうとしたよう
だが、上手くいかなかったようである [EO04, Conjecture 2.15]。射影被覆等を用いた議論はアーベル圏特有

のものであるが、一方で Radford S4-formulaはそのようなものとは関係なく、非常に一般的な設定の元で成

り立つ雰囲気がある [ENO04, Remark 1.2]。 そのため、上記のような加群圏の理論に基づいた定義が本質的

なのではないかと推測される。

2.3 The algebra A as a coend

ここから、ユニモジュラー性の特徴づけの証明の概要を説明する。第一の鍵となるのが代数 Aの余エンド

としての表示である。まず余エンド (coend)について説明しよう。一般に Aと Bを圏、P : A×Aop → Bを
関手とする。P から C ∈ Bへの対角自然変換とは、X ∈ Aで添え字付けられた射の族 iX : P (X,X) → C で

あって、任意の Aの射 f : X → Y に対して

P (X,Y )
P (X,f) //

P (f,Y )

��

P (X,X)

iX

��
P (Y, Y )

iY
// C
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が可換になるようなものである。このような (C, {iX}X∈A)の中で普遍的なものを P の余エンドと呼び、∫ X∈A
P (X,X)

で表す。余エンドはもともとエンド (end)の双対概念として定義されるものである。P のエンドは∫
X∈A

P (X,X)

という記号で表される。エンドと余エンドは極限と余極限の一種として捉えることが可能であるが、極限や余

極限がそうであるように、エンドや余エンドも一般には存在するとは限らない。これらの概念について、詳し

くは [ML98]などを参照されたい。

さて、C および A ∈ Cenv を前節のとおりとする。このとき、次が成立する。

補題 2.1. A ∼=
∫ X∈C

X∗ ⊠X.

証明は少々込み入っている。まず C 上の k-線形かつ左完全な関手の圏を Lex(C)で表す。Eilenberg-Watts

の定理や (2.1)の有限的アーベル圏のテンソル積の実現を用いると、

Φ : Cenv → Lex(C), Φ(V ⊠W )(X) = HomC(W
∗, X) · V (2.7)

という関手が圏同値であることが示せる。ここで “·”は余冪 (copower)と呼ばれる

HomC(H · V,W ) ∼= Homk(H,HomC(V,W )) (H ∈ Vec, V,W ∈ C)

で定義される有限次元ベクトル空間の圏 Vecの C への作用である。Φの逆関手を Ψとすると、F ∈ Lex(C)
に対する Ψ(F )がある関手の余エンドになっていることが示され、結果として

Ψ(F ) =

∫ X∈C
F (X∗)⊠X (2.8)

という、右辺の余エンドの存在性と Ψの余エンドを用いた表示の両方が一度に得られる。ここでエンドや余

エンドに関してよく知られた関係式を用いると

HomCenv(X,Ψ(N ⊗ (−)⊗M∗)) ∼= HomC(M,X = N) (X ∈ Cenv, N,M ∈ C)

が得られる。内部 Hom関手の定義より Hom(M,N) = Ψ(N ⊗ (−)⊗M∗)であり、特にM = N = 1とすれ

ば補題の主張を得る。

なお、実際には、対角自然変換 iX : X∗ ⊠X → Aがどのような射か、また Aの代数構造が対角自然変換を

用いてどのように表されるかなども調べておく必要があるが、本稿では省略する。

2.4 The central monad

圏 A上のモナド (monad)とは、自然変換 µ : T 2 → T と η : idC → T を持つ関手 T : A → Aであって、
任意の X ∈ Aに対して

T 3(X)
µT (X) //

T (µX)

��

T 2(X)

µX

��
T 2(X)

µX

// T (X)

T (X)
ηT (X) //

idT (X) ((PP
PPP

PPP
PPP

PP
T 2(X)

µX

��

T (X)
T (ηX)oo

idT (X)vvnnn
nnn

nnn
nnn

n

T (X)
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が可換となるようなものである。これらの図がモノイダル圏における代数を定義する図と良く似ていることに

気づくだろう。実際、A上の関手の圏は関手の合成をテンソル積としてモノイダル圏となるが、このモノイダ
ル圏における代数がモナドに他ならない。

A上のモナド T が与えられると T -加群 (T -module)を定義することができる。T -加群とは、作用と呼ばれ

る射 λ : T (M) → M を持つような対象M ∈ Aであって、

T 2(M)
µM //

T (λ)

��

T (M)

λ

��
T (M)

λ
// T (M)

M
ηM //

idM
''OO

OOO
OOO

OOO
OOO

T (M)

λ

��
M

を可換にするものである。T -加群の射も T の作用と可換な射として定義される。T -加群の全体は圏となるが、

この圏を TAで表す。なお、多くの文献では T -加群を T -代数、T -加群の圏を T の Eilenberg-Moore圏と呼

んでいる。我々は常に何かの表現として現れるものを意識しているので、『加群』という言葉を使うことにす

るが、他の文献を参照する際には注意されたい。

例 2.2. C をモノイダル圏、Mを C-加群圏とする。C における代数 Aが与えられたとき、Aの誘導するM
上の関手 T = A = (−)は次で定義されるモナドの構造を持つ：

µX : T 2(X) = A = (A = X)
∼=−−−−−→ (A⊗A) = X

m=X−−−−−−−→ X,

ηX : X
∼=−−−−−→ 1 = X

u=X−−−−−−−→ A = X = T (X) (X ∈ M).

代数 B ∈ C 上の右加群の圏 CB は自然な C-加群の構造を持つことを思い出そう。M = CB のとき、上で定義
したモナド T 上の加群は A-B-双加群に他ならない。

本稿において重要な例が Day-Street [DS07] によって導入された central monadである。C をリジッド
なモノイダル圏であって、任意の V ∈ C に対して余エンド

Z(V ) =

∫ X∈C
X∗ ⊗ V ⊗X (2.9)

が存在するようなものとする（そう明らかなことではないが、C が有限的テンソル圏ならこれは存在する）。
余エンドに関するパラメータ定理 [ML98]より、対応 V 7→ Z(V )を C 上の関手 Z : C → C にすることが可能
である。さて、iV (X) : X∗ ⊗ V ⊗X → Z(V ) (V,X ∈ C) を対角自然変換とする。関手 Z は

µV ◦ iZ(V )(X) ◦ (idX∗ ⊗ iV (Y )⊗ idX) = iV (X ⊗ Y ), ηV = iV (1) (V,X, Y ∈ C)

によって特徴付けられるモナドの構造をもつ。このモナド Z を central monad と呼ぶ。

定義域と値域を同じくする関手 F と Gに対し、F から Gへの自然変換全体を Nat(F,G)で表す。エンド

や余エンドに関する基本性質を用いると、任意の V ∈ C に対して写像

HomC(Z(V ), V ) → Nat(V ⊗ (−), (−)⊗ V ), ϕ 7→ (id(−)∗ ⊗ ϕiV (−)) ◦ (coev ⊗ idV ⊗ id(−))

は全単射であることが分かる。さらに射 ϕ : Z(V ) → V が V を Z-加群にすることと、この射に対応する自然

変換 σ : V ⊗ (−) → (−)⊗ V が V を Z(C)の対象とすることは同値であり、このことより圏同型 Z(C) ∼= ZC
が得られる。なお central monad は実際には Bruguières-Virelizier [BV07] の意味での準三角ホップモナド

(quasitriangular Hopf monad)である。一般に準三角ホップモナド上の加群の圏は組みひも圏となり、さら

に上で言及した圏同型 Z(C) ∼= ZC は実際には組みひも圏の同型となっている。
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2.5 Proof of the main result

以上で主結果の証明に必要な概念の紹介は終了した。以降、証明の概略を説明する。まず C を (2.2)を満た

す有限的テンソル圏とし A = Hom(1,1)とおく（ただし Homは作用 (2.3)に関して）。H = (Cenv)A は Cenv-

加群圏であったが、その構造を用いて H 上のモナド T = A ⊗ (−)を例 2.2と同様に定義する。このとき T -

加群の圏 THはちょうど両側 A-加群の圏 A(Cenv)A である。

ここで Hと C の間には (2.4)で与えられる圏同値 K : C → Hがあったことを思い出そう。圏同値 K を通

して H上のモナド T から C 上のモナドが定義される。この C 上のモナドを T ′ と書くことにすると、定義よ

りK ◦ T ′ ∼= T ◦K である。K は単なる圏同値ではなく、Cenv-加群圏の同値であったことを思い出すと

K(T ′(V )) ∼= T (K(V )) = A⊗K(V ) ∼= K(A = V )

が得られる。故に T ′(V ) = A= V であるとしてよい。本来は Cenv の作用と余エンドを意味する積分記号との

整合性を確かめなければならないが、ここでは省略して乱暴に計算すると、補題 2.1より

T ′(V ) = A = V =

∫ X∈C
(X∗ ⊠X) = V =

∫ X∈C
X∗ ⊗ V ⊗X

を得る。これは前節で言及した central monad Z である（正確には、これまでの議論だけでは同じ関手が現

れるというだけのことしか言えないが、注意深く計算するときちんとモナドとして同じものが現れていること

が示せるのである）。

まとめると、圏同値K : C → Hのもとで、H上のモナド T = A⊗ (−)は C 上の central monad Z に対応

しているということである。したがってK は T -加群の圏 (= A(Cenv)A)と Z-加群の圏 (∼= Z(C))の間の同値
を誘導する。この同値を K̃ : Z(C) → TH と書くと、定義より可換図式

Z(C) K̃ //

U

��

TH A(Cenv)A

U ′

��
C

K
// H (Cenv)A

を得る。ただし、U と U ′ はモナドの作用を忘れる関手である。

ここで K̃−1 を K̃ の擬逆 (quasi-inverse)とする。我々は U の左随伴 Lや右随伴 Rを良く知りたい。もし

Gが U ′ の右 (左)随伴ならば、上の可換図式より、K̃−1 ◦G ◦K は U の右 (左)随伴となる。U に比べて U ′

の方は分かりやすく、例えばその左随伴が A⊗ (−)で与えられることはすぐに分かる。よって

L(V ) ∼= K̃−1(A⊗K(V )) ∼= K̃−1(A⊗ (V ⊠ 1)⊗A) (V ∈ C). (2.10)

一般に右 A-加群M の右随伴 ∗M は自然に左 A-加群となる (cf. (2.5))。A自身を右 A-加群と見て、その右

双対をとることで、左 A-加群 ∗Aが得られる。U ′ の右随伴は ∗A⊗ (−)で与えられ、(2.6)などより

R(V ) ∼= K̃−1(∗A⊗K(V )) ∼= K̃−1(A⊗ (D ⊠ 1)⊗ (V ⊠ 1)⊗A) (V ∈ C). (2.11)

ここで (2.10)と (2.11)を比較して、
R(V ) ∼= L(D ⊗ V ) (2.12)
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という関係式を得る。つまり忘却関手 U : Z(C) → C の右随伴と左随伴の差は D によって記述される（少し

議論を深めると、逆にこの性質を以って D を特徴付けることも可能であることが分かる）。以上の準備の下、

主結果は次のようにして示される。

定理. 次の条件はすべて同値である。

(1) C はユニモジュラー。
(2) U はフロベニウス関手、すなわちその左随伴 Lと右随伴 Rは同型である。

(3) 自然同型 L(V ∗) ∼= L(V )∗ が存在する。

(4) 同型 L(1) ∼= L(1)∗ が存在する。

(5) HomZ(C)(1, L(1)) ̸= 0

(6) 自然同型 R(V ∗) ∼= R(V )∗ が存在する。

(7) 同型 R(1) ∼= R(1)∗ が存在する。

(8) HomZ(C)(R(1),1) ̸= 0

Proof. (1) ⇒ (2): C がユニモジュラーなら定義より D ∼= 1である。(2.12)より L ∼= Rを得る。

(2) ⇒ (3): Z(C)の定義より U はテンソル積を保つ。このことから U の随伴もテンソル積および関連する構

造とある種の整合性を持つのではないかと予想されるだろう。実際そのような結果が数多く知られており、今

回はその中でも右随伴、左随伴と双対性をつなぐ自然同型

R(V ∗) ∼= L(V )∗ (2.13)

を用いる（実はこの証明はそう難しくない。例えば Bruguières-Virelizier [BV12, Lemma3.5] を見よ）。この

関係式を用いれば証明は直ちに終わる。実際 L ∼= Rなら L(V ∗) ∼= R(V ∗) ∼= L(V )∗ である。

(3) ⇒ (4): V = 1 とせよ。1∗ ∼= 1に注意して (2.13)より L(1) ∼= L(1∗) ∼= L(1)∗ を得る。

(4) ⇒ (5): L(1) ∼= L(1)∗ であると仮定すると

HomZ(C)(1, L(1)) ∼= HomZ(C)(1, L(1)
∗) ∼= HomZ(C)(L(1),1) ∼= HomC(1, U(1)) = EndC(1) ̸= 0.

(5) ⇒ (1): HomZ(C)(1, L(1)) ̸= 0 と仮定すると

HomC(D,1) ∼= HomZ(C)(L(D),1) ∼=
(2.12)

HomZ(C)(R(1),1)

∼=
(2.13)

HomZ(C)(L(1)
∗,1) ∼=

(1.1)
HomZ(C)(1, L(1)) ̸= 0.

Dと 1は単純対象であるため、Schurの補題より D ∼= 1である。よって C はユニモジュラー。

最後に (3) ⇒ (6) ⇒ (7) ⇒ (8) ⇒ (1) を同様にして示せば、証明が完了する。

3 トポロジーへの応用

3.1 ハンドル体絡み目の不変量の構成

有限個のソリッドトーラス（中身の詰まったトーラス）の連結和をハンドル体と呼ぶ。ハンドル体絡み目と

は、有限個のハンドル体を三次元ユークリッド空間 R3 に埋め込んだものである。有限個のソリッドトーラス
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を埋め込んだものは通常の絡み目と思うことができ、このような意味でハンドル体絡み目の理論は通常の絡み

目の理論を包括するようなものであると言える。

結び目・絡み目の理論においてその不変量の研究が大きなウェイトを占めているように、ハンドル体絡み

目の理論においても不変量の研究が重要である。最近、石井・増岡 [IM13] により、組みひも圏（若手会セミ

ナーのほうの報告集を参照されたい）におけるある種の代数からハンドル体絡み目の不変量を構成する方法が

得られた。まずその結果について簡単に解説しよう。既に例 2.2の中でモノイダル圏における代数の概念につ

いては紹介した。Aをモノイダル圏における代数であって、左双対対象を持つようなものとする。このとき A

のトレースとは、射 t : A → 1であって

A
idA⊗coevA−−−−−−−−−−−→ A⊗A⊗A∗ m⊗idA∗−−−−−−−−−→ A⊗A∗ t⊗idA∗−−−−−−−−→ A∗

が同型となるようなものである。トレースを持つような代数 A をフロベニウス代数と呼ぶ。次に、A が組

みひも圏における代数であると仮定する。等式 m ◦ σA,A = mが成り立つとき、Aは可換であると言われる

（ただし σ は組みひも構造である）。以上によって可換フロベニウス代数の概念が定義されるが、石井・増岡

[IM13] で与えられているのは、組みひも圏における可換フロベニウス代数からハンドル体絡み目の不変量を

構成する手続きである*2。

なお、ベクトル空間の圏は組みひも圏であり、この圏における可換フロベニウス代数は通常の意味のそれと

一致する。残念ながら、そのようなものはある意味で自明なハンドル体絡み目の不変量しか生み出さない。良

い不変量を作るには、ある程度複雑な構造を持った組みひも圏における可換フロベニウス代数が必要なよう

である。[IM13]で考察されているのは、有限次元ホップ代数 H 上の Yetter-Drinfeld圏 H
HYD と呼ばれる組

みひも圏におけるある可換代数である。その可換代数は、圏論的な視点からは次のように捉えられる。まず

C を条件 (2.2)を満たす有限的テンソル圏とし、その中心 Z(C)を考える。忘却関手 U : Z(C) → C は右随伴
R を持つが、これは強モノイダル関手の右随伴としてモノイダル関手となる。したがって B = R(1)は代数

1 ∈ C のモノイダル関手による像としてまた代数となる。さらに B が可換代数であることも分かる（自明で

はないがよく知られている）。そこでフロベニウス性が気になるところであるが、本稿で紹介した C のユニモ
ジュラー性の特徴づけを用いると、次を示すことができる：

定理 3.1 ([Shi14]). B がフロベニウス代数 ⇔ C がユニモジュラー

C が有限次元ホップ代数 H の表現圏である場合、組みひも圏として Z(C) ∼= H
HYD であることが知られて

いる。この圏同型による同一視の元、[IM13]で用いられている H
HYD の可換代数は我々の B に対応する。し

たがって、上の定理は、ユニモジュラーな有限次元ホップ代数から H
HYDにおける可換フロベニウス代数を構

成する [IM13]の手法の圏論的な一般化を与えていると言える。

上の定理と [IM13]の結果により、ユニモジュラーな有限的テンソル圏からハンドル体絡み目の不変量が得

られるということになる。しかしながら、このようにして得られた不変量を計算するための実効的な手法は分

かっていない（不変量を計算するためには、例えば代数 B を具体的に表示する必要があるように思えるが、そ

のためには U の右随伴 Rの存在を示すだけではなく、それを構成しなくてはならない）。一方で、膨大な種類

の新しい不変量が定義できたことだけは確かである。今後の研究によりこの中から良い不変量が見つかること

を期待したい。

*2 実際には [IM13]で quantum-commutative quantum-symmetric algebraと呼ばれている、可換フロベニウス代数のようなも

のだが単位元を持たなくても良いようなある種の代数が与えられれば十分である。
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3.2 三次元多様体の不変量の構成

最後に、ユニモジュラーな有限次元リボンホップ代数から構成される三次元多様体（正確には向き付け可能

な閉三次元多様体）の Hennings-Kauffman-Radford (HKR) 不変量の圏論的な理解について簡単に述べるこ

とにする。まず C を有限的リボン圏、すなわち有限的テンソル圏であって、なおかつリボン圏（若手会セミ
ナーの報告集を参照されたい）であるようなものとする。このとき余エンド

F :=

∫ X∈C
X∗ ⊗X

が存在するが、実はこの対象は C におけるホップ代数の構造を持つ [KL01]。次に、各自然数 nに対し、Tn で
ribbon n-handle [Vir06, §2.1] (= n-component bottom tangle [Hab06, §1.1]) の集合を表す。余エンドの普
遍性とリボン圏における射の図式的計算のテクニックを用いることで、写像

ϕn : Tn −−−→ HomC(F
⊗n,1)

が定義できる。さらに射 α : 1 → F が与えられれば

Fα : T =
∞⊔

n=1

Tn

⊔
ϕn

−−−−−−−−→
∞⊔

n=1

HomC(F
⊗n,1)

⊔
HomC(α

⊗n,1)
−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HomC(1,1) ∼= k

という写像が定義できる。

さて、三次元多様体M が与えられたとする。このときM はある T の元（正確にはそれを閉じたリボン）
から手術という操作によって得られることが知られている。そこでM を与えるような T ∈ T をとり

τC(M ;α) := Θα(T ) · Fα(T )

とおく（ここで Θα(T ) ∈ k は T を閉じて得られるリボンの絡み行列を用いて記述されるある補正項であり、

ともすれば『分母にゼロを持つ』ような well-definedではないかもしれないものである）。一般には τC(M ;α)

はM の不変量とはならないが、異なる 2つの T の元がいつ同じ多様体を生み出すのかは良く理解されている
ため、αにどのような条件を課せば τC(−;α)が三次元多様体の不変量となるのかを調べることができる。こ

のような考察の元、Virelizier [Vir06] は代数的カービー元 (algebraic Kirby element)およびその正規化可能

性の概念を導入した。正規化可能性は補正項 Θα(T )が well-definedであることを保障する条件である。もし

αが正規化可能な代数的カービー元ならば、τC(−;α)は三次元多様体の不変量となる。

実は HKR不変量は、この非常に一般的な構成法の特殊例となっている。実際 C がユニモジュラーな有限次
元リボンホップ代数 H の表現圏であったと仮定しよう。そのとき余エンド F はベクトル空間としては H の

双対空間と同一視でき、さらにH 上の右積分を用いて F の非自明な（＝ゼロでない）両側積分 Λ : 1 → F を

構成することができる。実はこの射 Λは代数的カービー元であり、その正規化可能性は HKR不変量がきち

んと定義されるための条件と同値である。そして Λが正規化可能であるときには τC(−; Λ)は HKR不変量と

一致するのである [Vir06, Corollary 4.16]。

このような意味で、HKR不変量には既に圏論的理解が与えられていると言って良い。ここではさらにもう

一歩進めて、一般の有限的リボン圏 C から HKR不変量の一般化が得られるのかどうかを考えてみよう。上の

議論で重要だったのは、ホップ代数 F の非自明な両側積分が代数的カービー元になるという事実である。一

般の場合、F の非自明な両側積分は存在するとは限らないが、もし存在すれば代数的カービー元となる。そこ
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で、そのようなものが存在するのはいつかということが問題となるが、本稿の主結果であるユニモジュラー性

の特徴づけを用いると：

定理 3.2. 非自明な両側積分 Λ : 1 → F が存在する ⇔ C がユニモジュラー

証明の詳細は現在準備中である [Shi14] の改訂版を待たれたい。なお、この結果はユニモジュラーな有限的

リボン圏から HKR不変量の一般化が得られるということを主張しているが、ハンドル体絡み目の話でもそう

だったように、このようにして得られる不変量の実効的な計算方法は知られていない（そのためには、余エン

ド F を構成する必要があるだろう）。最近 HKR不変量の構成がユニモジュラーな有限次元リボン準ホップ代

数に対して拡張されたが [Geo13]、上の議論はその圏論的理解を与えるのではないかと期待している。
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