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導入

この講演では，主に 2つの内容について話す．

(1) Sageでの次数 2のベクトル値保型形式の計算につい

て．とくに，ベクトル値ジーゲル保型形式のなす加群

の構造定理について．

(2) Sageのプログラムの開発環境について．とくに，

Emacs内で Sageを動かしたり，Sageのプログラムを

編集したりするための elisp packageについて．
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次数 2のベクトル値ジーゲル保型形式に関する記号

j: 非負整数，

Sym( j): GL2(C)の次数 jの対称テンソル積表現

ここで，u1, u2を不定元とし，Sym( j)の表現空間を u1, u2

についてのC係数 j次斉次多項式のなす j + 1次元の空間と

同一視する．

H2: 次数 2のジーゲル上半空間を次で定義する．

H2 :=
{
Z ∈ M2(C)

∣∣∣ Z = tZ, Im Z > 0
}
.
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次数 2のベクトル値ジーゲル保型形式に関する記号 (2)
k, j: 非負整数，u = (u1, u2)とおく．
F = F(Z, u) : H2 → Sym( j)を正則関数とする．
Fが次の 3つの条件を満たすとき，Fを次数 2，ウェイト
detk ⊗Sym( j)のベクトル値ジーゲル保型形式とよぶ．

F(Z + S, u) = F(Z, u), ∀ S = tS ∈ M2(Z),
F(−Z−1, u) = (det Z)kF(Z, uZ),
F(tαZα, u) = (det α)−k F(Z, uα−1), ∀ α ∈ GL2(Z).

注意 1
▶ この 3つの条件は，Fが Sp2(Z)の作用で不変であると
いう条件のいいかえである．

▶ 3つめの条件で，α = −12とすると， j : odd ⇒ F = 0
が分かる．
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次数 2のベクトル値ジーゲル保型形式に関する記号 (3)

Ak, j: ウェイトが detk ⊗Sym( j)のベクトル値ジーゲル保型
形式のなすCベクトル空間 (有限次元であることが知られて
いる)とし，

A0
Sym( j)

:=
⊕
k:even

Ak, j, A1
Sym( j) :=

⊕
k:odd

Ak, j,

とおく．とくに， j = 0のとき，A := A0
Sym(0)

とおく．

関数の通常の積によって，Aは環になり，A0
Sym( j)

と A1
Sym( j)

は A加群とみなせる．
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ベクトル値ジーゲル保型形式の加群の構造定理

Ak, jの元のフーリエ係数を計算するには，(おそらく)加群

A0
Sym( j)

, A1
Sym( j)

の構造を明示的に知る必要がある．(Hecke

固有値を知りたいだけなら，van der Geer, Carel Faber,

Bergströmらによる方法もある．ただし，ウェイトに制限が

つく．)

A0
Sym( j)

, A1
Sym( j)

の構造定理は， j ≤ 8のときに知られている．
以下では，知られている構造定理の紹介，A0

Sym(10)
の構造定

理の紹介 (講演者の結果)と Sageでの Ak, jの元の計算例を
与える．
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ベクトル値ジーゲル保型形式の加群の構造定理 (2)

まず，Aの構造定理について述べる．

定理 2 (井草)

A = C[φ4, φ6, χ10, χ12],
φ4, φ6, χ10, χ12はC上代数的独立.

ここで，φ4, φ6はウェイト 4，6のジーゲル・アイゼンシュ
タイン級数，χ10, χ12はウェイト 10，12のカスプ形式で
ある．
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Rankin-Cohen型微分作用素

f ∈ Ak,0, g ∈ Al,0とし，2πi { f, g}Sym(2)を(
k f
∂g
∂z1
− lg

∂ f
∂z1

)
u2

1+

(
k f
∂g
∂z2
− lg

∂ f
∂z2

)
u1u2+

(
k f
∂g
∂z3
− lg

∂ f
∂z3

)
u2

2

と置くと，{ f, g}Sym(2) ∈ Ak+l,2となる (T. Satoh)．ただし，

Z =

z1 z2

z2 z3

 ∈ H2．この微分作用素はRankin-Cohen型微

分作用素の例になっている．Rankin-Cohen型微分作用素は
保型形式を構成するのに役立つ．伊吹山氏らによって，
Rankin-Cohen型微分作用素の一般的な理論が構築されて
いる．
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ベクトル値ジーゲル保型形式の加群の構造定理 (3)

定理 3
加群 Aϵ

Sym( j)
の free resolutionは次で与えられる．

加群 M proved by free resolution
A0

Sym(2)
佐藤 0 → A → A4 → A6 → M → 0

A1
Sym(2)

伊吹山 0 → A → A4 → M → 0
A0

Sym(4)
, A1

Sym(4)
伊吹山 階数 5，自由

A0
Sym(6)

伊吹山 階数 7，自由
A1

Sym(6)
van Dorp 階数 7，自由

A0
Sym(8)

, A1
Sym(8)

喜友名 階数 9，自由
A0

Sym(10)
T. 0 → A2 → A13 → M → 0
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ベクトル値ジーゲル保型形式の加群の構造定理 (4)

注意 4
▶ これらの結果において，生成元や関係式などは明示的
に与えられている．

▶ ほとんどの生成元は，Rankin-Cohen型微分作用素で構
成される．

A0
Sym(10)

の計算は Sageのパッケージ “degree2”
(https://github.com/stakemori/degree2)で行なった．
例として，A0

Sym(2)
の計算を Sageでやってみる．

https://github.com/stakemori/degree2
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EmacsでのSageのプログラムの開発について

ジーゲル保型形式の計算に使ったパッケージ “degree2”は，

GNU Emacsで作った．

Emacs内で Sageを実行したり，Sageのコードを編集した

りするための elisp (Emacs lisp) packageは主に 2つある．

▶ sage-mode：2007年頃に作られた．作者はNick

Alexander，現在のメンテナーは Ivan Andrus．Sageの

optional packageとして提供されている．

▶ sage-shell-mode：2012年頃に作られた．作者は講演

者．MELPAからインストールできる (後で説明)．

ここでは，sage-shell-modeの紹介や sage-modeとの比較
をする．
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sage-shell-modeを作った動機

▶ 非同期処理 (ユーザーの入力をロックしないような処

理)を適切に行う．

▶ python-modeへの依存を少なくする．

▶ auto-complete，helm (または anything)のプラグインを

作る．

最初は，sage-mode用の auto-completeのプラグインを作
ろうとしたが，非同期に補完候補を集める関数がうまく動
かなかった．
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python-modeについて

python-modeと呼ばれているmajor modeは少なくとも 3つ
ある．

ファイル名 作者 備考
python.el Dave Love Emacs 24.1まで標準添付
python.el Fabiàn E. Gallina Emacs 24.2から標準添付
python-mode.el Tim Peters ソースは 2万 6千行以上

それぞれが，python-modeと inferior-python-mode (Python
のインタプリターを実行するためのmode)を提供している．
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major modeのヒエラルキー

Emacsでは既存のmajor modeから派生したmajor modeを
簡単に作ることができる．

comintは command interpreterの略．inferior-sage-modeは
sage-modeで提供されているmajor mode．
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sage-modeとの比較

sage-modeが持っていて sage-shell-modeが持っていない
機能は，
▶ Sage Notebookの中でのように，出力を LaTeXでタイ
プセットし，Emacs内でインライン表示する機能．

▶ グラフなどの画像を Emacs内でインライン表示する
機能．

▶ Doctestや buildの機能．
Sage Wikiにも，sage-modeとの比較がある．
http://wiki.sagemath.org/SageModeComparison

Sage Wikiには書いていないが，sage-shell-modeは
SageTeXのサポートも少しだけある．

http://wiki.sagemath.org/SageModeComparison
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MELPA

Emacs 24からはパッケージ管理機能 (package.el)が標準添
付されている．(Emacs 23ユーザーは package.elをインス
トールする必要がある)．package.elは複数のリポジトリを
扱かうことができ，MELPAは非公式のリポジトリの 1つで
ある．
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sage-shell-modeのインストール

sage-shell-modeは MELPAからインストールできる．上の
設定の元で，

M-x package-install RET sage-shell-mode RET

とすればよい．もし，Emacs内で

(executable-find "sage")

を評価して，nil以外が返ってくるならば特別な設定は必要
ない (executable-findはシェルコマンドの whichのような
もの)．
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sage-shell-modeのインストール (2)

もし上のコードが nilを返すならば Emacsに環境変数
SAGE_ROOTを伝える必要がある．

(setq sage-shell:sage-root "/path/to/sage/root/")

Sageの中での環境変数 SAGE_ROOTを調べるには，Sageの
中で次のコードを評価すればよい．

import os; print os.environ["SAGE_ROOT"]
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エイリアス

sage-modeとの名前の衝突を避けるために，
sage-shell-modeは冗長な名前を使っている．以下の elisp
のコードでより短い名前が定義される．このコードを評価
する前までは，sage-modeとの併用が可能である．

(dolist (c sage-shell:func-alias-alist)

(defalias (cdr c) (car c)))

(dolist (c sage-shell:var-alias-alist)

(defvaralias (cdr c) (car c)))

例えば，sage-shell:run-sageには run-sageというエイ
リアスが定義され，sage-shell:sage-modeには
sage-modeというエイリアスが定義される．
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Emacs内でのSageの起動

M-x sage-shell:run-sageとすると，Emacs内で Sageのプ
ロセスを走らせることができる．M-x
sage-shell:run-new-sageで複数のプロセスを走らせるこ
ともできる．

キー 説明
RET 現在の行を評価
TAB 補完
空行で C-d Sageを終了する
M-n, M-p 入力履歴を行き来する
C-c C-c プログラムの実行を中断する
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他のインタプリタ

sage-shell-modeは gp, gap, singularなどの他のインタプリ

タのサポートも少しだけしている．例えば，マジックコマ

ンド%gapによって gapのインタプリタに移ったときや，

カーソルが gap.eval()の括弧の中にあるときは，gapのコ

マンドを補完する．
ただし，gap_console()で gapのインタプリタに移ること
は想定していない．
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編集用のmajor mode

拡張子が.sageのファイルを開くと自動的に
sage-shell:sage-modeになる (エイリアスは sage-mode)．
sage-shell:sage-modeは python-modeとほぼ同じで，違
いはいくつかのキーバインドだけである．主なキーバイン
ドは以下の通り．

キー 説明
C-c C-l 現在のファイルをロード
C-c C-r リージョンをプロセスに送る
C-c C-c バッファをプロセスに送る
C-c C-z プロセスのバッファを表示する
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SageTeX

Emacs内で Sageを起動すると，環境変数 TEXINPUTSに

$SAGE_ROOT/local/share/texmf/tex/generic/sagetex

が追加される SageTeXを使っている TeXのバッファを訪れ

ているときに，M-x sage-shell-sagetex:load-fileによっ

て，”ファイル名.sagetex.sage ”が Sageのプロセスにロー

ドされる．
Sageの起動やパッケージのロードにかかる時間が節約でき
るという利点があるが，”ファイル名.sagetex.sage ”と
Sageのシェルは名前空間を共有することになる．
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他の機能

最近追加した機能として

▶ pdbのサポート (Gallinaの inferior-python-modeと同じ)

▶ エラーが起きて，スタックトレースが表示されたとき

に，エラーが起こった行へのリンクを表示する機能

▶ TeXのコンパイルをし，SageTeXのファイルを Sage

のプロセスにロードし，もう一度コンパイルするコマ

ンド．

がある．
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プラグイン

sage-shell-modeには auto-complete，helm，anything用の

プラグインがある．全て MELPAからインストールできる．

▶ auto-complete-sage：自動補完のためのプラグイン．

▶ helm-sage：helm用のプラグイン．

▶ anything-sage：helm-sageの anything版．
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リポジトリ

sage-shell-modeなどのリポジトリや簡単なマニュアルは，
全て GitHubにある．
▶ sage-shell-mode
https://github.com/stakemori/sage-shell-mode

▶ auto-complete-sage
https:

//github.com/stakemori/auto-complete-sage

▶ helm-sage
https://github.com/stakemori/helm-sage

▶ anything-sage
https://github.com/stakemori/anything-sage

https://github.com/stakemori/sage-shell-mode
https://github.com/stakemori/auto-complete-sage
https://github.com/stakemori/auto-complete-sage
https://github.com/stakemori/helm-sage
https://github.com/stakemori/anything-sage
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